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Introduction

Motivations

@ Les techniques d'analyse de données (ADD) traitent des tables de
données composées de plusieurs lignes (individus) et de plusieurs
colonnes (variables).

@ Le but de ces techniques est de représenter de facon “efficace” et
“intelligente”, I'information contenue dans une table au travers de
graphiques présentant les données dans un espace géométrique de
dimension faible.

@ Le terme information est ici de nature géométrique et repose
principalement sur la notion de variance/inertie d'un nuage de
points.

@ Ces méthodes peuvent donc étre vues comme des techniques de
visualisation de données.

@ Mais ces méthodes sont utilisées dans d’'autres contextes également
(compression de données, données en grande dimension...).

i
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Introduction

Rappel du Sommaire

@ Introduction
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Introduction

Motivations (suite)

o Contrairement aux statistiques descriptives de base, ces méthodes
visent a caractériser des données décrites par de trés nombreuses
variables (cad > 2). On parle d'ailleurs de méthodes statistiques
exploratoires multidimensionnelles.

@ Les chercheurs francais en statistiques ont beaucoup contribué au
domaine de I'ADD (J-P. Benzécri, B. Escofier, L. Lebart, ...).

o L'utilisation en sciences humaines et sociales de |'analyse de
données est trés fréquente :

» Théorie de |'espace social de P. Bourdieu en sociologie,

Analyse de données de recensement de la population en démographie,
Analyse de données textuelles en linguistique,

Facteurs d'aptitude cognitive (facteur g) de Ch. Spearman (le
précurseur des méthodes factorielles) en psychométrie,

De fagcon générale, analyse de résultats d'enquétes en SHS,

v vy
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Introduction

Objectifs du cours

@ Nous commencerons par introduire les outils mathématiques
nécessaires a I'ADD qui reposent sur |'algebre linéaire (AL).

@ Nous étudierons ensuite des techniques de réduction de dimensions :

» Analyse en composantes principales (ACP),
» Analyse factorielle des correspondances (AFC),
» Analyse des correspondances multiples (ACM).

@ Si le temps le permet, nous verrons également (mais brievement), des
méthodes de classification automatique : méthodes des k-moyennes et
de classification hiérarchique ascendante. Celles-ci sont
complémentaires aux méthodes de réduction de dimension.

@ Pour la mise en pratique, nous utiliserons le langage R qui est I'un
des outils privilégiés par les statisticiens dans le cadre du data science.

—
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Introduction

Quelques références faisant partie des sources du cours

e En AL :

» G. Grifone. Algébre Linéaire (2éme édition). Cépadués. 2002.

» A. Planche. Mathématiques pour économistes (3éme édition). Dunod.
2004.

e En ADD :

» B. Escofier, J. Pagés. Analyses factorielles simples et multiples. Dunod.
2008 (4eme Ed.)

» L. Lebart, M. Piron, A. Morineau. Statistique exploratoire
multidimensionnelle. Dunod. 2006 (4eme Ed.)

» G. Saporta. Probabilités, analyse des données et statistique. Technip.
2011 (3eme Ed.)
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Introduction

Déroulement du cours

@ 12 séances CM de 1h45 (~5.5 en AL et ~5.5 en ADD + 1 Partiel).
@ 11 séances TD/TP de 1h45 (~5 en AL et ~5 en ADD + 1 Partiel).

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 6 /420

Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

Rappel du Sommaire

@ Introduction
@ De la nécessité de I'AL en ADD
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Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

Le point de départ en ADD : une table de données

x1 xk xP
X1 [ X11 X1k X1p
@ Notons X une matrice de
données de taille (n x p) : X= x| x1 oo Xk oo Xp
Xnp \ Xn1 Xnk Xnp
@ X, est le terme généralde XetVi=1,... mVk=1,...,p: xx € R.

e Chaque ligne i de X représente un vecteur x; de taille (p x 1).
@ Chaque colonne k de X représente un vecteur x de taille (n x 1).

Xi1 X1k
Viixi=1 : et Vk:xk=
Xip Xnk
@ On notera également un vecteur comme ceci : X; = (Xj1, ..., Xjp).
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Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

Objectifs des méthodes de ce cours

@ Pour fixer les idées supposons que les lignes représentent des individus
et les colonnes des variables de différentes natures (par exemple sexe,
age, nombre d'enfants, salaire. . .)

@ Pour appréhender I'information contenue dans la table de données, on
s'intéresse aux nuages de points formés par les individus d'une part et
par les variables d'autre part.

> Le point de vue géométrique de ces données permettrait d'apporter
des éléments de réponses aux questions suivantes :

» Quels sont les individus qui sont proches et qui présentent donc des
similitudes 7

» Quelles sont les variables corrélées entre elles ?

» Peut-on représenter visuellement ces informations dans un espace dont
les axes porteraient une sémantique particuliere 7

» Peut-on dégager des groupes homogenes d'individus et expliquer ces
groupes par un comportement particulier de plusieurs variables ?

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 11 /420

Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

Une table de données mais deux nuages de points

@ L'ensemble des vecteurs {xi,...,X,} peut étre représenté dans R”.
On notera ce nuage NO.

@ L'ensemble des vecteurs {x!,...,xP} peut &tre représenté dans R".
On notera ce nuage NA.

—
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Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

Objectifs des méthodes de ce cours (suite)

@ Toutefois, il n'est pas possible d'appréhender ces données dans des
espaces de dimension supérieure a 3 puisqu'on ne sait pas représenter
visuellement ce type d'espace.

@ On cherche donc a représenter ces données dans des espaces réduits
de dimension 2 ou 3. Mais passer d'un espace de dimension p (ou n)
a un espace de dimension 2 implique une perte d'information. On
cherche donc des espaces réduits qui conservent au mieux
I'information initiale.

@ Les concepts de données, espace, projection et information sont
abordés du point de vue géométrique. Pour cela on a recours a des
outils mathématiques issus principalement de I'’AL mais également de
['optimisation.

o
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Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

[llustration

@ Etude de I'association entre des CSP d'une part et des produits de
consommation d'autre part, a partir de données de consommation
moyenne annuelle :

PAO PAA VIO VIA POT RAI PLP
AGRI 334 02 326 4.6 8.2 1.2 1.2
SAAG | 324 04 232 24 8.0 0.8 3.0
PRIN 238 12 138 112 738 2.6 8.2
CSUP | 174 22 126 222 54 3.6 7.8
CMOY | 206 1.0 136 154 64 2.2 6.0
EMPL | 222 08 144 132 6.8 2.0 5.6
OUVR | 26,0 06 152 104 8.6 14 3.2
INAC | 276 14 234 148 106 24 40

e NO : Exploitants agri. (AGRI), Salariés agri. (SAAG), Professions
indépendantes (PRIN), Cadres sup. (CSUP), Cadres moyens
(CMOQY), Employés (EMPL), Ouvriers (OUVR) et Inactifs (INAC)

e NA : Pain ord. (PAO), Autre pain (PAA), Vin ord. (VIO), Autre vin
(VIA), Pomme DT (POT), Raisin (RAI) et Plats préparés (PLP).
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Algebre Linéaire

Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire
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Introduction De la nécessité de I'AL en ADD

lllustration (suite)

@ Résultats de I'ACP, visualisation des nuages dans un espace a 2
dimensions :
Plan principal (ul,u2) Plan principal (v1,v2)
<
© CM@&MPL 2
5 SAAG
«2|csup PRIN OuR AGRI 31
=1 ° ;
c I*N=}
& g VIO
§7 e | B
© =
7 ' POT
=1 NAC o
1 T 4
-15 -10 -0.5 0.0 055 10 -10 -05 0.0 05 10
Axe principal ul Axe factoriel v1
NO NA
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire
@ Espaces vectoriels
@ Définitions
@ Bases d'un espace vectoriel
@ Les théoremes fondamentaux sur la dimension
@ Somme et somme directe de plusieurs sous-espaces
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Introduction

@ En algebre linéaire on manipule des objets mathématiques x et y
appartenant a un ensemble E tel que :

» |'addition x +y est un objet de E
» la multiplication, Ax ou A est un réel ou complexe, est également un

objet de E.

@ De nombreux domaines scientifiques (différentes branches des
mathématiques, physiques, chimie, économie,...) présentent des
problemes dont le formalisme mathématique met en oeuvre ce type de
structure algébrique.

@ Ce cadre mathématique commun est la notion d'espace vectoriel.

> En ADD, nous interprétons les individus et les variables comme étant
des vecteurs des espaces vectoriels R et R". Pour étudier les nuages
de points NO et NA, comme déterminer des individus ou variables
“moyens” par exemple, nous avons besoin d'additionner des vecteurs
et de les multiplier par des scalaires.

—
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Exemple et représentation géométrique

@ x = (x1,x2) et y = (y1,y2) deux vecteurs de E = R? d’origine
0 = (0,0).

@ z=x+y, w =2y sont deux autres vecteurs de R?> et y + (—y) = 0.
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Définition d'un espace vectoriel

Définition.
Soit K un corps commutatif (tel que R). On appelle espace vectoriel
(ev) sur K un ensemble E sur lequel on a deux lois de composition :
© Une loi interne dite addition + : E x E — E et vérifiant :
Vx,y,z€ E: (x+y)+2z=x+(y+2z) (associativité).
Vx,y € E:x+y=y+x (commutativité).
il existe un élément de E, Og ou plus simplement 0, dit neutre tel
que :Vx e E=x+0=x,
pour tout x € E, il existe un élément de [E et noté —x, dit opposé de x
tel que : Vx € E: x+ (—x) = 0.
© Une loi externe de domaine K cad une application K x E — E, dite
multiplication, qui vérifie :
VA e K;Vx € E: A(ux) = (Au)x (associativité).
VA, € K;Vx € E : (A + p)x = Ax + px (distributivité).
VA e K;Vx,y € E: A(x+y) = Ax + Ay (distributivité).
Vx € E : 1x = x (1 étant I'élément neutre dans K).
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Autres exemples

@ [E = R" muni des deux lois suivantes :

> (X1, Xn) + (Vs ) = (A Y1, Xn T+ V).
> (X1, Xn) = (Ax, . AXp).

Ici, 0 = (0,...,0) et I'opposé de (x1,...,xn) est (—x1,..., —Xn).
o E = M5(K), I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 muni des deux

lois suivantes :
N <a b>+(a’ b’>_<a+a’ b+b’>
c d c d) \c+c d+d)°
- (a b) _ </\a /\b>
c d A Ad

00y . . (ab —a —b
Dans ce cas, 0 = (0 0> et I'opposé de (c d) est <—c —d>'
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Soit E un ev et F une partie non vide de E. On dit que F est un
sous-espace vectoriel (sev) de E, si la restriction des lois de E a TF fait

de F un ev.

Soit E unevetlF CE.F est unsev de E ssi :

o F£0Q

ex,ycF \pueK= X x+puyeclF.

@ Droite vectorielle : Soit vi € E, vi # 0 alors :
F={xecE|3X € K:x = Av;} est un sev de E dit droite vectorielle
engendrée par v;.

@ Plan vectoriel : Soit vi,vy € E, alors :
F={xe€E|FA1, 2 € K:x=A1vi + \avp} est un sev de E dit plan
vectoriel engendré par v; et vy

@ Sous-espace engendré : De maniere générale, soient

vi,V2,...,Vp € E alors
F={xecE|FA,...,.p e Kix=Avi+... 4+ Apvp} est un sev de
E dit sous-espace engendré par vy,...,v,

e E = R? d'origine O = (0,0).

evi=(21)etF={xecEFAecK:x=Av}.

A

o

@ Autre définition de F : F = {x € E|x; — 2x, = 0}.

» 0cF

N |- — —

4

» x,y € F; A\, u € K sont tels que Ax + py € F.

v

Soient F et G deux sev de & :
o FNG est un sev de E

@ FUG n'est pas en général un sev de E.

@ Le complémentaire E \ F n'est pas un sev de E.




Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Famille de vecteurs génératrice

Définition.
Une famille de vecteurs {v1,...,vp,} d'un ev E est dite génératrice, si
E = Vec{vi,...,vp} ce qui veut dire :

Vx € E,J\1,...,p € K tel que : x = Aqvi + ... + Apvp

@ On dit aussi que tout x de [E est une combinaison linéaire des
vecteurs v;.

Définition.
Un ev est dit de dimension finie, s'il existe une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire on dit qu'il est de dimension infinie.

\
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Famille de vecteurs libres et liés

Définition.

Soit {v1,...,vp} une famille de vecteurs de E. On dit qu'elle est libre si :
)\1v1—|—...—|—/\pvp:0:>)\1 :0,...,)\p:0

On dit aussi que les vecteurs vy, ...,v, sont linéairement indépendants.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

@ Exemple : dans R3, les vecteurs vi = (1,2,1), vo = (—1,3,1) et
vz = (—1,13,5) sont-ils liés?

1 -1 -1 0
2121 +3|1 3 | —-(13]) =10
1 1 5 0
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Exemple

e Dans R?, la famille {e; = (1,0),e; = (0,1)} est une famille
génératrice car tout x = (x1, x2) € R? s'écrit :
(x1,x2) = x1(1,0) + x2(0, 1) = x1€1 + x€.

e Dans R?, la famille {v; = (1,1),vo = (1, —1)} est une famille
génératrice. En effet, soit x = (a, b) € R? avec a et b quelconques.
On peut montrer qu'il existe x1, x> € R tels que x = x1vy + xovs.
En effet :

(a,b) = x1(1,1) 4+ x(1,-1)
= (x1+x,x—x)

a=x1+xo

b= X1 — X2

étre combinaison linéaire de v, vy. Il suffit pour cela de prendre :
xy = 25b

2

On a donc et on montre que tout x = (a, b) peut
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Résultats sur les familles libres

Propriété. |
Une famille {v1,...,vp} est liée ssi I'un au moins des vecteurs v; s'écrit
comme une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille (cad si
au moins I'un des vecteurs appartient 3 I'ev engendré par les autres).

Propriété. |
Soit {v1,...,vp} une famille de vecteurs libres et x un vecteur

quelconque de Vec{vy,...,vp} (cad x est une combinaison linéaire des
v;). Alors la décomposition de x sur les v; est unique.

Démonstration.

Soient X = A\qvi + ...+ A\pVp et X = pgvy + ... + ppVp deux
décompositions de x. En soustrayant, on obtient

0= (A —p1)vi+...+ (Ap — p)Vvp. Les v; formant une famille libre on
a: A1 —p1=0,..., p —pup=0etdonc A\y = pi1,...,Ap = pip. O
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Base d'un espace vectoriel

Définition.
B = {v1,...,vp} est une base si les vecteurs vy, ..
famille libre et génératrice.

.,Vp, forment une

Propriété.
Une famille {v1,...,vp} est une base de I'ev E, ssi tout x € E se
décompose d’une facon unique sur les v; :

Vx € E, I (xq,..., %) € KP:x=xvi + ...+ XxpVp

Propriété.
SiB= {Vl, 5o
¢B : E — KP qui a tout vecteur x = x1V1 + ...+ XpVp de E lui fait
correspondre un p-uplet (xi,...,xp) de KP.

Les scalaires x; sont appelés les composantes de x dans la base B.

.,Vp} est une base de E alors il existe une bijection :
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Résultats sur les familles génératrices et libres

Propriété.

@ Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

@ Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
@ Toute famille contenant une famille liée est liée.

e Toute famille {vy, ..

29 /420

.,Vp} dont I'un des vecteurs v; est nul, est liée.
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Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Exemples de base

J.

Dans R?, la famille {e; = (1,0),e2 = (0,1)} est une base (appelée
base canonique). On a vu qu'elle était génératrice. Elle est
également libre :
e+ e =0 < )\1(1,0) + )\2(0, ].) =0

< (A1 +0,04+ X2)=(0,0)

& A =0et =0
Dans M3(K), I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2, les matrices
suivantes forment une base :

10 0 1 0 0 0 0
f-(00) B0 o) B0 o) m-(0)

Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Théoreme sur |'existence d'une base

Théoreme.

Soit E # @ un ev de dimension finie alors :

@ De toute famille génératrice on peut extraire une base.

o Toute famille libre peut étre complétée de maniére a former une base
(théoréme de la base incompléte).

@ Exemple : Dans R3, les vecteurs v; = (1,3,0) et vo = (2,1,0) forme
une famille libre mais non génératrice. Pourquoi ?

@ On peut alors ajouter le vecteur canonique e3 = (0,0, 1) ce qui forme

i
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une famille libre et génératrice.
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Dans un ev E sur K de dimension finie, toutes les bases ont le méme
nombre d'éléments. Ce nombre est appelé dimension de E sur K et est
notée dim(EE).

@ Dans un ev de dimension p, toute famille de vecteurs ayant plus de p
éléments est liée.

@ Dans un ev de dimension p, toute famille de vecteurs ayant moins de
p éléments ne peut étre génératrice.

e Exemple : Dans R3, la famille {e;, ey, e3, (a, b, c)} est liée puisque
(a, b, c) = aej + bey + ces. Par ailleurs, dans R3, la famille
{(1,1,0),(0,0,1)} n'est pas génératrice puisque par exemple on ne
peut décomposer le vecteur (1,2,3) en fonction de ces derniers.

Soient Eq,...,E, des sev d'un méme ev E. On note :

Soit E un ev de dimension p alors :
o Toute famille génératrice ayant p éléments est une base.

o Toute famille libre ayant p éléments est une base.

Soit E un ev de dimension finie et IF un sev de E. Alors IF est de dimension
finie et :

e dim(F) < dim(E).

e dim(F) =dim(E) & F =E.

Ei+...+E,={x€E|Ix; €Eq,...,Ix €Ep:x=%x1+ ...+ Xp}

Ei1 + ...+ E, est un sev de E dit somme des sous-espaces E;.

Soient Eq, ... ,E, des sev d'un méme ev E. On note :

Ei®...0E,={x€E|Tx; €Eyq,...,Ax, €Ep:x=%x1+...+ X}

Ei1 + ...+ E, est un sev de E dit somme directe des sous-espaces E;.




Algebre Linéaire Espaces vectoriels

Résultats sur la décomposition d'un ev en somme directe

Théoréme.

E=E;®...0E, ssi pour toute base By, ...,B, deEq,...,E,, la famille

B = {Bi,...,B,} est une base de E.

Théoreme.

Soit E un ev de dimension finie. AlorsE =E; @ ... ®E, ssi :
e E=E;+...+E,.
e dim(E) = dim(E;) + ...+ dim(E,).
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Algebre Linéaire La méthode du pivot de Gauss

Introduction

@ L’'étude de la dépendance linéaire ou de I'indépendance d'un systéme
de vecteurs est omniprésente en algebre linéaire : détermination de
bases, calcul de la dimension, mise en évidence de sommes directes,

@ Pour analyser ces concepts et propriétés, on résoud de facon
sous-jacente des systemes d’'équations linéaires.

> Objectif : rappeler un algorithme simple, la méthode du pivot de
Gauss, permettant de résoudre des systemes d’'équations linéaires et
par la méme analyser les concepts fondamentaux en AL.

i
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Algebre Linéaire La méthode du pivot de Gauss

Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire

@ La méthode du pivot de Gauss
@ Systemes d’équations linéaires et méthode du pivot
@ Espaces vectoriels et méthode du pivot
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Algebre Linéaire La méthode du pivot de Gauss

Systeme d’équations linéaires

o Un systeme d’équations linéaires est un systeme du type :

aiixy + apxe + ... + aipxn = b
arixy + ax»xo + ... 4+ agpXxp, = b2
ap1X1 + apXo + ... 4+ apXp = bp

@ Les ajj et les b; sont des éléments de K (R) donnés.

@ Les x; sont des inconnues de K et résoudre le systeme signifie
déterminer celles, s'il y en a, qui vérifient toutes les équations.

@ On notera A la matrice de taille p X n de terme général a;; et b le
vecteur p x 1 de terme général b; :

a1 d12 ... din b1
A= ©... | etb=
apl ap2 ... apn bp
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 40/ 420



Algebre Linéaire La méthode du pivot de Gauss

Matrice échelonnée

Définition.
Soit A une matrice de dimension p x n d’'éléments de K. On dit que A est

échelonnée si les lignes commencent par un nombre de zéro strictement
croissant a mesure que l'indice (des lignes) augmente.

21 -2 3

e A=|3 2 —1 2 | n'est pas échelonnée;
33 3 -3
2 1 -2 3

e AN=10 1 4 —5 | n'est pas échelonnée;
0 3 12 -15
21 -2 3

e A”=[0 1 4 —5| estéchelonnée.
00 0O O

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Algebre Linéaire La méthode du pivot de Gauss

Exemple

@ Soit le systeme d'équations linéaires suivant :

I 1 2 x1 + 1 x — 2 x3 + 3 x4 = 1
h 3 x1t + 2 % — 1 x3 + 2 x4 = 4
/3 3 x1 + 3 x + 3 x3 — 3 x4 = 5

@ |l est équivalent a :

h 2 xx + 1 x 2 x3 + 3 xq = 1
/é =2h —3h 1 % + 4 x3 — 5 xx = 5
/5 =2k — 3l 3 o + 12 x3 — 15 x4 = 7
@ Il est équivalent a :
h 2 x1 + 1 x — 2 x3 + 3 x4 = 1
/é 1 % 4+ 4 x3 — b x4 = 5
=153k 0 = -8

@ Le systeme d'équations linéaires n'a pas de solution.
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Fondements et principe de la méthode du pivot

@ La méthode du pivot est fondée sur les propriétés suivantes :
Propriété.

L’ensemble des solutions d’un systéme d'équations linéaires ne change pas
si I'on effectue sur les équations, les opérations élémentaires suivantes :

Changer I'ordre des équations.
Multiplier une équation (ler et 2nd membre) par un scalaire non nul.

Ajouter & une équation une combinaison linéaire des autres équations.

@ Principe de la méthode du pivot (connu aussi sous le nom
d’élimination de Gauss-Jordan) :

» La méthode consiste a mettre le systeme d’'équations linéaires sous
forme échelonnée (cad aboutir a une matrice des coefficients du
systémes qui soit échelonnée).

» Une fois sous forme échelonnée, on peut partir de la solution de la
derniére équation et, en remontant, résoudre toutes les équations.
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Algorithme de la méthode du pivot

@ De maniere plus formelle voici le fonctionnement de la méthode du
pivot :

1 Préparer le systeme en échangeant éventuellement I'ordre des équations
et des variables de maniére a ce que le pivot soit non nul

2 On échelonne ensuite le systeme. A I'issue de la mise sous forme
échelonnée, deux cas peuvent se présenter :

i) il se présente une équation du type : Ox; + ...+ Ox, = b avec
b £ 0 et dans ce cas, il n'y a pas de solution (systeme
incompatible)

ii) il ne se présente pas d'équation du type i).
S'il y a des équations du type, Ox; + ...+ 0Ox, = 0, alors celles-ci
peuvent étre enlevées et ...

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 44 / 420



Algebre Linéaire La méthode du pivot de Gauss

Algorithme de la méthode du pivot (suite)

ii) ...On aboutit a un systeme échelonné du type :

aiixy +apxXo +ai3xz+ ... oo, +ainxy, = h 1 x1 + 2 x — 2 x3
.................................... /2 2 X]. + 4 X2 — 3 X3
AirXr + Ajr 41X 41 oo +appx, = I3 5 x3 + 10 x» — 8 x3
..................... o 1ire itération
ApsXst i +apnXn =
ou : h 1 x3 4+ 2 x —
' . b= — 2/
» Tous les coefficients en rouge sont non nuls. 3 2 1
» Les variables en rouge sont dites inconnues principales. 3 =15k —5h
» Les autres (s'il y en a) son:c dites variables libres. 2sme itération :
Deux cas peuvent alors se présenter :
a) Il n'y a pas de variables libres alors le systeme admet une et une seule h 1 x1 + 2 x0 —

solution.

b) Il'y a m > 0 variables libres alors il y a une infinité de solutions de m
parametres. Cet ensemble de solutions est alors un sous-espace de

dimension m.
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Exemple (suite)

@ On enléve la derniere ligne :

+3X4:

h 1 x1 4+ 2 x — 2 x3
1 x3 — 2 x4 =

h

x1 et x3 sont les inconnues principales et x» et x4 sont des variables
libres. On exprime ensuite les inconnues principales en fonction des

variables libres.

@ L'ensemble des solutions s’exprime alors de la maniére suivante :

x2, x4 €R

x3—2x4 =1 ~

X1+ 2x0 —2x3 +3x4 = 2

X2, x4 € R x2,x4 € R
x3 =14 2xa <~ x3 =1+ 2x4

X1 = 2—2X2+2(1+2X4) —3X4

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don.
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Exemple

@ Soit le systeme d'équations linéaires suivant :

h
Y

Le systéme est mis sous forme échelonnée.

45 /420 J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Exemple (suite)

@ L’ensemble des solutions s'expriment également tel un sous-espace

Alg. Lin. et Ana. de don.

+ 3

+ 4

+ 11
2 X3
1 X3
2 X3
2 X3
1 X3

La méthode du pivot de Gauss

X4

X4

La méthode du pivot de Gauss

= 2
= 5
= 12
3 X4
2 X4
4 X4
3 X4
2 X4
0

[y

—
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affine (sous-espace vectoriel que I'on translate par un vecteur donné) :

x2, x4 €R
x3=142x4
X1 =4—2x0+ xa
X1 4 — 2x> 4+ Xxa
_ || - X2 _
ox= x3 | 14 2xs
X4 X4
-2 1 4
1 0 0
& x € Vec{ o |12 }+ 1
0 1 0

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don.
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Systeme d’équations linéaires homogene Opérations élémentaires sur une famille de vecteurs

o Un systeme d’équations linéaires homogeéne est de type :

aiix1 + apxe + ... 4+ aipxp = 0 ] . i ) )
a1X1 - amxo 4+ ... 4+ amx, = 0 @ On peut appliquer directement la méthode du pivot sur les familles de
vecteurs.
apix1 + apxo + ... + apxs = 0 Théoreme.
@ Il s’agit d'un systeme d’'équation linéaire pour lequel le vecteur b = 0. Soit {v1,...,vp} une famille de vecteurs. L'espace qu'il engendre ne
@ Un tel systéme a au moins une solution : le vecteur x = 0 (solution change pas si I'on effectue sur les vecteurs de la famille I'une des
triviale). Au dela de la solution triviale : opérations €lémentaires suivantes :

Théoreme. ‘ o Changer I'ordre des vecteurs.

L’ensemble des solutions d’un systéme d'équations linéaires homogéne 3 n © Multiplier un vecteur par un scalaire non nul.

inconnues est un sev de K". Si le systéme sous forme échelonné comporte @ Ajouter a un vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs.
k équations, I'espace des solutions est de dimension n — k (nb de variables

libres). En particulier, un systéme homogéne avec plus d'inconnues que

d'équations (cad n > p) admet des solutions non nulles.
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Matrice engendrée par une famille et base associée Exemple
Définition. | e Détermination d'une base du sous-espace de R* engendré par les
Soit {v1,...,v,} une famille de vecteurs de E. On appelle matrice vecteurs : vi = (1,1,0,-1), vo = (=1,1,1,0), v3 = (0,2,1, -1).
engendrée par les v; dans la base {e;} la matrice dont les lignes sont les
composantes des vecteurs v1, . ..,V, dans la base {e;}. vifl 10 ~1 Vi 1 1.0 -1
- A=vwv| -1 11 0 |—=>vi=w+vi|0 2 1 -1
Corollaire. v\ 0 2 1 -1 V3 0 21 -1
Les vecteurs lignes d'une matrice et les vecteurs lignes de la matrice
correspondant 3 la mise sous forme échelonnée, engendrent le méme Vi 1 10 -1
espace vectoriel. — vh = 0 21 -1]=A
” vi=v3—v,\0 0 0 O
Théoreme. | @ On a Vec{vi,va,v3} = Vec{vi,v,} (méme sev) mais {vi,v5}
Soient {v1,...,vp} une famille de vecteurs, A la matrice engendrée dans forment une base et non pas {v1,v2,v3} de ce sev.
une base quelconque ({e;} par exemple) et A’ la matrice issue de A mise e Par ailleurs, v =0 = vj, —v3 =0 = vy + v; — vz = 0 (relation liant
sous forme échelonnée. Alors les lignes non nulles de A’ donnent une base les vecteurs).
de Vec{vy,...,vp}. @ On notera donc que dim(Vec{vi,vp,v3}) = 2.

J
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Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire

@ Applications linéaires et matrices
@ Rappels et généralités sur les applications
@ Applications linéaires et propriétés
@ Représentation matricielle des applications linéaires et propriétés

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Applications, injections, surjections

Définition.

Soient A et B deux ensembles. On appelle f une application de A dans B,
un sous-ensemble du produit cartésien A x B tel que pour tout élément a

Alg. Lin. et Ana. de don. 53 /420

: f: A B
de A correspond un élément b de B. On écrira alors : { a : b
Définition.
Une application f : A — B est dite surjective si
Vb eB,Jac A:f(a)=b.
Définition.
Une application f : A — B est dite injective si
Va,a’ € A:a+#a = f(a) # f(a') ce qui est équivalent a
Va,a’ e A:f(a)=f(a)=a=a’.
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Introduction

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

On rapelle les définitions générales des applications et leurs propriétés.
On s'intéresse plus particulierement aux applications possédant des
propriétés dites de linéarité. Une application linéaire entre deux ev E
et E/ permet de transformer les vecteurs de E en des vecteurs de E’.
Etant donné une base, toute application linéaire peut étre représentée
par une matrice et réciproquement toute matrice peut étre représentée
par une application linéaire. On étudie donc deux représentations
équivalentes des applications linéaires, |'une algébrique consistant
en des équations linéaires, et I'autre matricielle.

Parmi les applications linéaires, on étudiera en particulier celles qui
correspondent a des changements de base et on évoquera les
projections sur des sous-espaces vectoriels. En ADD, ces applications
linéaires sont importantes conceptuellement puisqu’on cherche des
sous-espaces vectoriels (donc des bases de dimension faible) et une
fois déterminés on représente les vecteurs dans ceux-ci a |'aide de

projection (orthogonale).
Alg. Lin. et Ana. de don. 54 /420

Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Bijections

Définition.
f : A — B est dite bijective si elle est surjective et injective.
Formellement, f est une bijection si Vb € B,3la € A : f(a) = b.
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A B

Surjection Soient E et E/ deux ev sur le méme corps K et f une application de E
dans E'. On dit que f est linéaire si :

Q Vx,ycE: f(x+y)="F(x)+f(y).

\

il

A B
a Q@ Vx e EVA € K: f(Ax) = Af(x).
_ E Injection L'ense.mble des app/icatfons linéaires de E dans E' est noté Lk (E,E') ou
— — g plus simplement L(E,E’).
A B
~ ‘ Une application linéaire de E dans K (le corps K étant considéré tel un ev
’< Bijection sur lui-méme) est appelé plus particulierement forme linéaire.
— 4

° { fr B = E est I'application linéaire dite nulle :
x — 0 PP - . { f: R — R?
» f(x+y)=0et f(x)+f(y)=0+0=0 (x1,x2,x3) = (2x1 + x2,x2 — x3)
> f(Ax) =0et Af(x) = A0 =0. e Il s’agit d'une application linéaire car la linéarité est vérifiée :
@ Soit E =E; & E; donc x = x1 + x5 avec x1 € Eq et x5 € Es.
{ P E = Bt une application linéaire dite FOx+py) = FM,0006) + (s 2 5))
X1+x2 — X = f(Ax1 + py1, Axe + py2, Axz + py3)
projecteur sur E; parallelement a E,. = (2(Ax1 4+ py1) + (Ax2 + pyn),
E, (Mo + py2) = (Mxs + pys))
‘/ = ((2xx1 4+ Ax2) 4 (2uy1 + py2),
X4 - A% (A2 = Axz) + (y2 — py3))
/ = (A2 +x2) + 1201 + y2),
0 / A2 = x3) + p(y2 — y3))
i X1 = Af(x) +puf(y)
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Remarque sur la linéarité

@ Reprenons I'exemple d'application linéaire précédent :

f: R3 — R?
(x1,%2,x3) —  (2x1 + x2, %2 — x3)
o La linéarité de f tient au fait que les composantes x; dans
I’espace d’arrivée (ici R?), apparaissent toutes a la puissance 1.
En d’autres termes, chaque composante dans |'espace d'arrivée est un

polyndme homogene de degré 1 en les x; (somme de mondmes
ou chaque x; est a la puissance 1).

@ Ainsi I'exemple suivant n’est pas une application linéaire :

{f: R® — R
(x1,x2,x3) — (x1x2 + x3)

On remarquera par exemple que f(Ax) # Af(x).
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Exemples

E .
« est un automorphisme.

X =

o { idg —
%
o { f: RP —» R3
(x1,x2,x3) —  (A1x1, Aox2, A3x3)
ol A1, A2, A3 > 0 est un automorphisme.
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Endomorphisme, isomorphisme et automorphisme

Définition. |
On appelle un endomorphisme de E, une application linéaire de E dans E
(méme espace d’arrivée et de départ). L'ensemble des endomorphismes de
E est noté Endx(E) ou plus simplement End(E).

Définition.
On appelle un isomorphisme de E sur E', une application linéaire
bijective de E dans E'.

Définition.
On appelle un automorphisme, un endomorphisme bijectif.
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Image et noyau d'une application linéaire

Propriété. |
Soit f : E — E' une application linéaire et F un sev de E. Alors f(IF) est
un sev de E'.

Définition.
En particulier, f(IE) est un sev de E' appelé image de f et noté Im(f). Sa
dimension est appelée rang de f et est noté rg(f) et on a :

rg(f) = dim(Im(f))

Définition.
Soit f € L(E,E’). Le noyau de f, noté Ker(f), est un sev de E défini

comme suit :
Ker(f) ={x € E: f(x) = 0}
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Exemple Propriété du noyau d'une application linéaire

e Soit E =E; & E,. Tout x € E se décompose donc de maniére unique

de la maniere suivante : X = X7 + X avec x; € E; et xo € E,. Alors : Propriété.
p1 : E — E est une application lindaire dite Soit f € L(E,E"). Alors f est injective ssi Ker(f) = {0}.
X1 +X2 — X1

projecteur sur [£; parallelement a E,. Démonstration |

< Supposons Ker(f) = {0}. Prenons x,y € E tels que f(x) = f(y).On a
]Ej f(x) —f(y) =0dou f(x —y) =0. Ainsi, x — y € Ker(f) et comme
X

Dans ce cas, on a Im(p1) = E1 et Ker(p1) = Es.

Ker(f) = {0}, on a x =y ce qui montre que f est injective.

Pl = Supposons que f est injective. Prenons x € Ker(f), on a donc
/ f(x) = 0. On a par ailleurs f(0) = 0 pour toute application linéaire.

0 ! Donc f(x) = f(0). Comme f est injective, on a donc x = 0 et donc

. X1 Ker(f) = {0}.
/ m
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Application linéaire et famille de vecteurs Théoremes fondamentaux
Théoreme.

Propriété. |
Soient f € L(E,E') et {v;}ic1 (I étant un ensemble d’indices) une famille
de vecteurs de [E alors :

Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes ? ssi ils ont
méme dimension.

a. cad il existe un isomorphisme entre ces deux ev

e Sif est injective et la famille {v;};cy libre, alors la famille {f(v;)}icr
de E est libre.

@ Sif est surjective et la famille {v;};cr génératrice de E, alors la
famille {f(v;)}ic1 est génératrice de F'. Soient E et B/ deux espaces vectoriels de dimension finie et f : & — E’
une application linéaire. On a alors :

Théoréme. (Théoreme du rang) |

En particulier, si f est bijective (isomorphisme) alors I'image d’une base
de E est une base de E'.

dim(E) = rg(f) + dim(Ker(f))
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Théoremes fondamentaux (suite) Théoremes fondamentaux (suite)

Théoreme du rang.

Supposons que dim(E) = n et dim(Ker(f)) = r. Montrons que

dim(Im(f)) = n—r. Soit {w1,...,w,} une base de Ker(f) et {v1,...,v,_,} une
famille de vecteurs tel que {wy,...,W,,v1,...,v,_ } soit une base de E.
Montrons alors que B = {f(v1),...,f(v,—,)} est une base de Im(f).

@ B engendre Im(f). Soit y = f(x) € Im(f) et prenons x € E. On a .
X=awi+...+aw,+bvi+...+b,_,v,_, ety tel que: o f est surjective.
y = aif(wy)+...+af(w,)+bif(vi)+...+ bprf(vp_;) o f est bijective.
= bif(vi)+...+ bp_rf(Va,)
@ B est libre. Supposons que bif(vi)+ ...+ by f(vp—,) =0.On a
donc f(bivi+ ...+ bp—rvy—r) = 0 d'ol

Corollaire.

Soit f € L(E,E’) avec E et E' étant deux ev de méme dimension
finie ?. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

e f est injective.

a. en particulier pour f € End(E) avec dim(E) fini

@ Dans le cas ou les dimensions des ev sont finies, pour montrer que

bivi + ...+ bp—va_, € Ker(f). Donc, il existe ay, ..., a, € K tels f € L(E,E') est bijective il suffit de démontrer qu’elle est soit
que : bivi+...+ b, vyp_, =a1wi1 + ...+ a,w,. D'ou injective, soit surjective.
awi +...+aw, —bvi —...— b,_,v,_, = 0. Puisque
{wi1,...,w,,v1,...,V,_, } est libre alors by = ... = b,_, = 0.
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Espaces vectoriels d'applications linéaires Rappels sur les matrices
Bl A Définition. | |
, ) ) On appelle matrice de type (p, n) a coefficients dans K un tableau A de
el I ooy el o n éléments de K rangés sur p lignes et n colonnes :
{f+g:IE—>IE’ {)\f.IE—>]E’ 3 g P8 '
et

X — f(X) + g(x) X — )‘f(x) dil1 d12 ... din

est un espace vectoriel sur K. a1 A ... aop
A =
a. ensemble des applications linéaires de E dans E’
. , . . .. , , dpl dp2 ... dpn
o Autrement dit, I'ensemble des applications linéaires de I'ev [E dans I'ev

[E’ est un espace vectoriel. ou en abrégé A = (aj;).

@ Nous allons en fait montrer que nous pouvons représenter les L’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes est noté M, n(K). Si
applications linéaires entre ev par des matrices et vice-versa. p = n on notera M, n(K) par M,(K).
@ Nous commencerons par faire des rappels de base sur le concept de .
tri o Exemple: (2 3 TN emosm®), (177 0 ) e
matrice. pie 0 -6 4 2308 4] 342 2
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Rappels sur les matrices (suite)

@ Sur I'ensemble M, ,(K) on définit les lois suivantes :
» addition : si A = (a;) et B = (bjj) alors on note C = A + B la matrice
C=(cj)telqueVi=1,...,p;Vj=1,...,n:¢cj = aj+ bj.
» produit par un scalaire : si A = (a;) et A € K alors on note M\A la
matrice de terme général (\aj).

o Exemple :
2 3 -7 n 1 =16\ (3 2 -1
0 -6 4 0 -1 0/ \0 -7 4)
5 2 3 -7\ _ (4 6 —14
0o -6 4) \0 —-12 8
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Matrices et applications linéaires

@ Soient E et E' deux ev sur K, de dimension n et p respectivement et

f : E — E une application linéaire. Prenons une base {ei,...,e,} de
E et une base {€1,...,€,} de E'. Les images par f des vecteurs
ei,...,e, se décomposent sur la base {€1,...,€p} :
f(el) = an€r + anéex + ... + api€p
f(ez) = ap€r + ax€é + ... + apeEp
flen) = aner + anex + ... + apn€p
Définition.
On appelle matrice de f dans les bases {e1,...,e,}, {€1,...,€p}, la
matrice notée M(f)e, e, appartenant 3 M, »,(KK) dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs f(e1),...,f(e,) dans la base {e€1,...,€p}.
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Rappels sur les matrices (suite)

® M, n(K) muni de ces deux lois est un ev sur K d'élément nul la
matrice remplie de 0 et ol I'opposé de (aj;) est la matrice (—aj;). Par
ailleurs, on a :

dim(Mp,q(K)) = pn
o En effet, on vérifie facilement que les pn matrices élémentaires :

\ 1 osii'=ietj =}
Ej = (eirj) ol ejrjr = { 0 sinon

forment une base de M, ,(K) dite base canonique.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 74 /420

Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Matrices et applications linéaires (suite)

f(el) = an€r + axé€x + ... + api€p
f(ez) = ap€r + axé + ... + apeEp
flen) = aner + ane2 + ... + apmép

!

di1 412 ... din
M(f)ehej =
dpl dp2 ... dpn
@ On utilisera également la notation (f(e1), f(e2),...,f(en))e- S'il n'y

a pas d'ambiguité on écrira aussi M(f) mais il est clair que la matrice
associée a f dépend du choix des bases de E et .
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Matrices et applications linéaires (suite)

Propriété.
Soient E et E' deux ev sur K de dimension n et p respectivement, {e;} et
{€j} des bases de E et E'. Alors I'application :

M: Lx(E,E) — M,;a(K)
f — M(f)e,,ej

est un isomorphisme d’espaces vectoriels cad M est bijective,
M(f + g) = M(f) + M(g) et M(Af) = AM(f).
En particulier dim(L(E,E")) = pn

o Li(E,E’) et Mim(w),dim(e)(K) sont en bijection. De plus
additionner deux matrices M(f) 4+ M(g), revient a additionner deux
applications linéaires f + g : méme entité représentée de deux facons
différentes. Idem pour AM(f) et Af.

e Comme dim(M, »(K)) = pn, on a dim(Lk(E,E")) = dim(E")dim(E).
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Exemple (suite)

A
E = R?
]-A\ :
"n.‘\\ e2 \\ :
N \ :
0 e1 1 "

@ Soit E = R? et f la projection sur la premiere bissectrice
parallelement a la deuxieme bissectrice.
Considérons la base canonique de R%. On a
f(el) = f(EQ) —€= %(el + e2).

Donc : M(f)e, = 3 G 1)
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Exemple

E = R?

€2

v

0O e 1 pl(v)

o Soit E =R? et :
p1: R?> — R?
(Xl,XQ) — (X1,0) '
Considérons la base canonique de R?. On a pi(e;) = e et
p1(62) = (0,0).

10
Donc : M(p1)e; = <0 O>

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 78 /420
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Composition d'applications linéaires

Propriété.
e Soit f € Lx(E,E') et g € Lx(E',E”) alors la composition :
{ gof: E — FE
x — g(f(x))
@ Par ailleurs, Vf, h € Lx(E,E'); g,k € Lx(E',E"), VA e K :
go(f+h)y=gof+goh
(g+k)of =gof+kof
go(AMf)=MXgof
o Enfin si f est bijective f =1 (I'application réciproque -ou inverse- de f)
est linéaire.

est un élément de Lg(E,E").

o Comme précédemment, nous allons montrer que nous pouvons
représenter et déterminer les compositions d'applications linéaires
entre ev en utilisant des matrices.

o
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Rappels sur les matrices (suite)

@ On appelle produit de matrices, |'application :

Mpn(K)  x M;q(K) — Mpg(K)
A , B — C

ou C=(cj)esttelqueVi=1,...,p,Vj=1,...,q :

cj = a,-lblj + a,'gsz oo+ a,-,,bnj

n
= > by
k=1

@ Exemple :
2 010
A:<2 1 1) etB=|11 2 2| e¢eC=AB=
102 1 210
4 1 1 =2
(4 4 3 0)
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Comp. d'applications linéaires et multiplication matricielle

Propriété.
Soient E, F et G trois ev de dimension finie sur K, {e1,...,e,},
{€1,...,€p} et {n1,...,nq} des bases de E, F et G respectivement. Si

g € Lx(E,F) f € Lx(F,G), alors on a :

M(fog)e;,nk = M(f)ej,nkM(g)enej

ou plus brievement M(f o g) = M(f)M(g).

@ Exemple : supposons les bases canoniques, f € £(R?,R),

g € L(R3 R?) avec f(x) = (x1 + 2x2) et g(x) = (2x1 + x3,3x2 + x3).
e Alors f o g € L(R3,R) avec

f(g(x)) = (2x1 + x3) + 2(3x2 + x3) = 2x3 + 6x2 + 3x3 et on a bien :

M(fog)=(1 2) (g g 1):(2 6 3)
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Rappels sur les matrices (suite)

o La multiplication matricielle est :
» Associative : VA € M, ,,VB € M, 4,VC € Mg,

A(BC) = (AB)C

» Distributive a gauche et a droite par rapport a |'addition :
VA,D € M, ,,VB,C e M,

AB+C)=AB+ACet (A+D)B=AB+DB
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“Matrice” d'un vecteur

Définition.

Soit E un ev de dimension n, {ei,...,e,} une base de E et

X = x1€1 + ... + xpe, un vecteur de [E. On appelle matrice de x dans la
base {e;} la matrice colonne des composantes de x dans {e;} :

X1
M(x)ei =

Xn

ce qui sera aussi noté plus simplement par M(x) ou x si pas d’ambiguité.

@ Un vecteur x € E est formellement défini comme combinaison linéaire
des éléments de la base {e;}. La représentation M(x)e,; est la matrice
colonne (n x 1) remplie des composantes de la combinaison linéaire
définissant x. En fait, par abus de language on utilise le terme

vecteur x pour désigner la représentation matricielle de cet élément.
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Calcul de I'image d'un vecteur par multiplication matricielle

Propriété.
Soient E et F deux ev surK, {ei1,...,e,} et {€1,...,€p} deux bases de E

et I respectivement. Pour toute application f € Lk(E,F) et pour tout
vecteur x € E, on a :

M(f(x))ej = M(f)ei,ejM(x)e;

ou plus brievement M(f(x)) = M(f)M(x) = M(f)x.
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Inverse d'une matrice carrée

Définition.
Une matrice carrée A € M,(K) est dite inversible s'il existe une matrice
A’ € M,(K) telle que :
AA'=A'A=1
ol | est la matrice identité d’ordre n.
A’ est dite inverse de A et est notée A1

Théoreme.

A € M,(K) est inversible ssi Ax =y admet une et une seule solution
pour tout vecteury € R". Cette solution est donnée par x = A" ly.

@ Remarque : Ax =y exprime les composantes de y comme
combinaisons linéaires des composantes de x. Comme x = A~y si A
est inversible alors déterminer A~ revient a exprimer les composantes
de x comme combinaisons linéaires des composantes de y.
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Exemple
A E _ R2
g |
‘.“.«"x e2 N / ; v
@) e 1 "

e Soit E = R? et f la projection sur la premiere bissectrice
parallelement a la deuxieme bissectrice.
Considérons la base canonique de R2. L'image du vecteur v = (1, %)

1 (1 1\ (1 3
est donnée par : M(f)e,M(V)e; = 5 <1 1> (1> = <§>
2 4
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Calcul de I'inverse d’'une matrice carrée

e A~! peut se calculer par la méthode du pivot de Gauss.
Définition.
On dit que A € M, ,(R) est échelonnée réduite si elle est échelonnée et

si de plus les pivots sont égaux a 1 et les colonnes comportant les pivots
ont des zéros partout ailleurs.

21 -2 3
e A=|0 1 4 —5] est échelonnée mais pas échelonnée réduite.
00 0 O
1 1/2 -1 3/2
e A'=(0 1 4  —5 | n’est pas échelonnée réduite.
0 O 0 0
1 0 -3 4
e A=|[0 1 4 —5| estéchelonnée réduite.
00 0 O
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Calcul de l'inverse d'une matrice carrée (suite)

e Soit A € M,(R). On forme la matrice augmentée suivante :
A= (A 1)
ou | est la matrice identité d'ordre n.

On remarquera que A est de taille (n x 2n).

@ Si A est inversible alors on peut mettre A sous forme échelonnée
réduite et on obtient la forme suivante :

A=(1 A)

ou A’ = A1

@ En pratique, on commence par échelonner A de “haut en bas”
(comme précédemment). On obtient une matrice échelonnée. Puis
pour la rendre échelonnée réduite, on échelonne de “bas en haut” a
partir du dernier pivot et on divise ensuite les lignes afin d’'avoir des
pivots qui valent 1.

—
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Inverse d'une matrice carrée et isomorphisme

Propriété.
Soient E et F deux ev de méme dimension n sur K, {e;} une base de E,

{€j} une base de IF. Une application linéaire f : E — [ est bijective ssi
M(f)e,.¢; est inversible. De plus :

M(f)gle; = M(F )

€j,€;j

ou d’une maniére plus courte (si les bases sont claires) :
M(f~1) = M(f)~L.

Définition.
L’ensemble des matrices inversibles de M ,(K) est noté GL(n,KK) et est
appelé groupe linéaire.
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Algebre Linéaire Applications linéaires et matrices

Exemple

@ Calculez l'inverse de : A = G g)

@ La matrice augmentée vaut :

L (1210
A‘(1301>

@ En échelonnant de “haut en bas", on obtient :

~, (12 1 0
A_<01—1 1)

@ En échelonnant de “bas en haut” a partir du dernier pivot, on a :

’\/_ 1 0 3 _2
A_(O 1 -1 1)
oOnadonc:A_:l:<3 _2>

-1 1
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Rang d'une application linéaire et rang d'une matrice

@ On a vu que le rang d'une application linéaire est la dimension de
I'image de celle-ci. De plus, on a établi I'isomorphisme d'ev entre
Lk(E,F) et Mp n(K). Comment se traduit le rang d'une application
linéaire par le biais de sa matrice associée ?

Définition.
Soit {v;} une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille /a
dimension de I'espace engendré par les vecteurs {v;}

Soit A € M, (K), A = (c1 c,,) ot les c; sont les vecteurs colonnes
de A qui appartiennent 3 KP. On appelle rang de la matrice A, le rang de
la famille des vecteurs colonnes de A :

rg(A) = rg({cy,-..,c,}) = dim(Vec{cy,...,c,})
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Soient E et F deux ev de dimension finie et f € L(E,F). Soient

{e1,...,en} et {e1,...,€p} deux bases quelconques de E et F
respectivement et A = M(f)e, ¢;, on a alors :

rg(f) = rg(A)

Soit A € M, ,(K) et soit AT la matrice de M, ,(K) telle que les lignes
de AT sont les colonnes de A. Alors AT est dite la transposée de A.

@ Exemple :
2 1
A=|0 -3 <—>AT:<i _03 g)
3 5

Pour toute matrice A, on a :

rg(A) = rg(A")

o Calculez le rang de la matrice :

1 -1 3 5
A=1|2 0 -1 3
3 -1 2 8 2

@ Par définition, il faut calculer le rang des vecteurs colonnes :
rg(A) = rg({c1,...,cs}) = dim(Vec{cy,...,cs}).

e En échelonnant (méthode du pivot de Gauss) la matrice ci-dessous,
on obtient la dimension de Vec{cy,...,cs} :

c3| 3 -1 2
Cy 5 3 8
cs \ 1 1 2

e Mais comme rg(A) = rg(A") on voit qu'il est préférable
d’échelonner la matrice :

1 -1 3 51
2 0 -1 31
3 -1 2 8 2

@ En échelonnant la matrice précédente, on obtient donc :

rg(A) = rg(AT) = 2



Algebre Linéaire Changement de base

Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire

@ Changement de base
@ Matrice de passage
@ Action des matrices de passage sur vecteurs et applications linéaires
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Algebre Linéaire Changement de base

Matrice de passage

@ Soit E un espace vectoriel de dimension n, {e1,...,e,} et
{€e],..., e} deux bases de E.
@ On peut exprimer les vecteurs €, comme combinaisons linéaires des
vecteurs e;.
eﬁ = aper + axne + ... + ape,
e, = aper + ape; + ... + ape,
e; = aipe1 + aye>x + ... 4+ appen
Définition.

On appelle matrice de passage de la base {€/} vers la base {e;}, la
matrice notée Pq,_o dont les colonnes sont les composantes des vecteurs
e’ dans la base e;.
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Algebre Linéaire Changement de base

Introduction

@ La matrice qui représente une application linéaire a été construite a
I'aide d'un choix des bases dans I'espace de départ et dans I'espace
d'arrivée.

@ Dans ce paragraphe, nous allons voir comment sont reliées deux
matrices qui représentent la méme application linéaire mais dans des
bases différentes.

@ De plus, le changement de base peut étre lui méme associé a une
application linéaire. C'est en fait un automorphisme. Nous
donnerons donc les écritures matricielles des actions des changements
de base a des vecteurs et a des applications linéaires.
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Matrice de passage (suite)

ef = aner + anery + ... + apme,
e, = ape; + axe + ... + apme,
e, = ager + ame2 + ... + ame,
a1 412 ... din
a1 d22 ... anp
Pe,——e§:
dnl dn2 dnn

Pe,-—ef = M(idE)ef,e,-
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Algebre Linéaire Changement de base

Propriétés des matrices de passage
Propriété.
@ Propriété de transitivité :
Pei—e; Peﬁ—eﬁ’ = Pe,-—e§’

@ Les matrices de passage sont inversibles et on a :

1
(Pe,-—e§> = Pef—e,—

Corollaire.

Soit E un ev de dimension n, {e1,...,en} et {€],...,e,} deux bases de

E. Pe,_e est carrée d'ordre n et inversible donc, c’est un automorphisme
b i

de E. Réciproquement tout automorphisme de IE correspond a un

changement de base.
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Algebre Linéaire Changement de base

Action du changement de base sur les composantes d'un
vecteur (suite)

Propriété.
Soient x € E, {e;} et {€}} deux bases de E, P = Pe,—e; et x = M(x)e;,
x' = M(x)e alors :

x =P !x
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Algebre Linéaire Changement de base

Action du changement de base sur les composantes d'un
vecteur

e Soit x € E, de composantes (x1,...,x,) dans la base {e;} et de
composantes (xi, ..., x}) dans la base {e/}.
@ |l est facile de déterminer les relations entre les x; et les x; a I'aide de
la matrice de passage Po. /-
! i

X1 X1

= M(x)e;, X' =
Xn Xn
@ Ona:PxX' =Py _ogM(x)e = M(idg)er e, M(x)er = M(idg(x))e;, = x.
et donc : Px' = x d'oti X' = P~ 1x = P’e§_e,-M(X,)e,--

@ Notons : x = = M(x)e; et P =P .
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Exemple

e Soit R? muni de deux bases canoniques {ej,e,} et la base {e],e}}
définie par :
e = 2e1+e
{ e, = 3e;+2e
@ Soit x = 2e; + 3ey. Déterminer les composantes de x dans {e},e5}.
1 Méthode directe (algébrique) : on résoud le systéme précédent,

e = 2] -—¢
e, = —3e|+2e

Puis en remplacant dans I'expression initiale, on obtient :

x = 2ej;+3er
2(2e] — e5) + 3(—3e] + 2e5)
= —5e] +4e),
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Algebre Linéaire Changement de base

Exemple (suite)

e Soit R? muni de deux bases canonique {e1,e>} et la base {e},e5}
défini par :
e] = 2e1+ep
e, = 3e1+2ep

@ Soit x = 2e; + 3ep. Déterminer les composantes de x dans {e],e5}.

2 Méthode matricielle :

o (2 3 1 (2 =3 - (2
Pe,-—e§—P_<1 2)7 P _<_1 2)7 X—M(X)ei_<3>

En utilisant I'inverse P~1, on obtient :

X = Plx = <_21 _23> @ B <_45>
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Action du changement de base sur la représentation
matricielle d'une application linéaire

Propriété.
Soient f € L(E,F), {e1,...,e,} et {e],...,e},} deux bases de E, et
{e1,...,ep} et {€],...,€,} deux bases de E'.
Notons A = M(f)e;.e;, A" = M(f)es 1, P =Pe,_or et Q= Q¢
On a alors :

A'=Q 'AP

Démonstration.

Soit x € E un vecteur arbitraire et notons s = M(x)e,. D'aprés les résultats
précédents, on a :

M(F(0)e; = QM(F(X))e; = Q" M(F)eyM(x)e, = QAx.

D'autre part, si x = M(x)e, :

M(f(x))ej/ = M(f)e§’€} M(X)e§ =A'x = AP Ix.

Donc A’/P~1x = Q'Ax. O
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[llustration
4 X >
/
4 =)
/
62‘; el
Vel L4 L
o M(x)e, = 2e1 + 3ez <> M(x)., = —5e] + 4e).
~—— ~——
X
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Cas particulier des endomorphismes

Corollaire.
Soit f € L(E) un endomorphisme de E et {e1,...,e,} et {e],... e}
deux bases de E.
Notons A = M(f)e;,, A" = M(f)e;, P =Pg, .
On a alors : I ’
A’ =P AP

Définition.
Deux matrices A, A" € M,(K) sont dites semblables s'il existe une
matrice P € M,(K) inversible telle que :

A’ =P IAP

@ Donc, deux matrices semblables représentent le méme
endomorphisme en des bases différentes. Par ailleurs, deux matrices
semblables ont donc méme rang.
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Algebre Linéaire Changement de base

Exemple

@ Soit f I'endomorphisme de R3 qui dans la base canonique {e;} est
représenté par la matrice :

3 -1 1
A=M(f) =0 2 0
1 -1 3

@ Déterminer la matrice A’ qui représente f dans la base {e]} ou :

e, = (1,0,-1)

e, = (0,1,1)

e, = (1,0,1)

1 01

@ OnaA'=P AP avec P = 0 10
-1 1 1

o D’aprés les résultats précédents P~! = Py .. Pour déterminer P~1
on a exprimé e;, e, e3 dans la base {e}, e}, e5}.
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Algebre Linéaire Déterminants

Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire

@ Déterminants
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Algebre Linéaire Changement de base

Exemple (suite)

@ Ona:
ef = e —e3
e, = ey+es
e; = e +es

@ La résolution de ce systeme donne :

e, = %(e’1 +e}) L[ 1 -1
e = %(e’1 +2e), —e}) donc P! = 5 0 2 0
e3 = 5(—e]+eb) 1 -1 1

e En effectuant le produit A’ = P~1AP, on obtient :

2 0
Al=10 2
0 0

~ O O

o A" = M(f)e ce qui veut dire que :f(e}) = 2e}, f(e;) = 2ej et
f(e}) = 4ef.
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Algebre Linéaire Déterminants

Introduction

@ Nous avons déja mentionné que I'étude de la dépendance linéaire d'un
systeme de vecteurs est omniprésente en AL.

@ Nous avons étudié ce type de probleme par le biais de la résolution de
systemes d'équations en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

@ Objectif : rappeler le concept et le calcul de déterminant de matrices
qui donne une autre méthode de I'étude de la dépendance linéaire.

@ Toutefois, a la différence de la méthode du pivot qui cherche a
résoudre les systemes, et dont la solution permet de conclure sur la
dependance ou l'independance linéaire, les déterminants permettent
de répondre directement a la question de la dépendance ou de
I'indépendance linéaire. lls permettent ainsi de formaliser des résultats
en algebre linéaire que la méthode du pivot ne permet pas.

@ Le concept de déterminant est valable pour des matrices carrées.
Ainsi les dépendances linéaires que le déterminant permet d'étudier
par défaut concernent celles entre n vecteurs appartenant a un ev de

dimension n. De plus, nous pouvons définir le déterminant d'un
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Algebre Linéaire Déterminants

Définition des déterminants par récurrence

Définition.
Soit A = (ajj) € Mu(K). On définit, par récurrence, une application
det : My(K) — K de la maniére suivante :

@ Sin=1, cad A = (a) alors det(A) = a.

@ Sin>1, notons Ajj € M,_1(K) la matrice obtenue de A en

supprimant la iéme ligne et la jéme colonne (cad la ligne et la
colonne passant par I'élément ajj), on pose alors :

det(A) = apidet(A11)+ ...+ (—1)ajdet(Ag) +
o (—1)" oy det(Agn)

Le scalaire det(A) est dit déterminant de A et :
a1 ... din a1l ... din
SiA=1| : . | alors on dénote det(A) par

dnl ... dpn dnl ... dpn
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Déterminants de matrice de M3(K)

a a/ a//
e SoitA=1|b b b'].Ona:
c C/ C//
/ 1/
a a a / // // /
P R I B A B "
- / /! /! /
. c ¢ c ¢ c ¢
c ¢ ¢

— a(blC/l _ bllcl) _ a/(bC// _ b//C) _|_a//(bcl _ blc)
— ab/C//+a/b//C+alle/_ab//C/_aleN_a//b/C

o Regle de Sarrus :

hla & a
L|b b b’
hlc ¢ ¢
hla & &
L{b b b
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Déterminants de matrice de M>(K)

) a b
° S|A—<C d> alors :

? Z‘ = ad — bc
o Exemple :
4 -1 4 -1
(7)) - -
= 4x2—-(-1)x3
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Déterminants de matrice de M3(KK) (exemple)

1 -2 3
o Exemple:A=12 1 -1
1 5 1
@ Regle de Sarrus :
h{l -2 3
hLi2 1 -1
Ll 1
hil -2 3
hLi2 1 -1

@ On a donc:
det(A) = (1x1x1)+(2x5x3)+(I1x-2x-1)—(2x-2x1)—
(I1x5x—-1)—(1x1x3)=239.
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Déterminant d'un ensemble de vecteurs

Théoreme.
Soit A = (c1 c,,) € My(K). Alors les vecteurs ¢, . .., c, forment
une base de K" ssi det(A) # 0.

Autrement dit, un déterminant est nul ssi ['une des colonnes est
combinaison linéaire des autres colonnes.

e Exemple : dans R3, les vecteurs vi = (1,2,1), vp = (—1,3,1) et
vz = (—1,13,5) forment-ils une base?

@ On calcule le déterminant :

1 -1 -1
> 3 13 = 1P Bl P Bl P 3
1 s 1 5 1 5 11

= (15—-13)+(10-13) - (2—-3)
@ Le déterminant étant nul, les vecteurs sont liés et ne forment donc
pas une base de R3.
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Calcul des déterminants

@ Nous avons présenté le calcul du déterminant en considérant le
développement selon la premiere ligne. Compte tenu des résultats
précédents, on peut considérer le calcul du déterminant en
développant selon une ligne ou une colonne quelconque. Dans le cadre
de cette généralisation on introduit :

Définition.
Soit A = (ajj) € Mu(K). On appelle cofacteur de I'élément aj; le
scalaire :

cof (aj) = (—1)™ det(Ay;)

1 0 -3
@ Exemple: A= |2 4 —2|. Calculez cof(a12).
5 -1 3
142]2 —2
cof (a12) = cof (0) = (—1) 5 3 |— —16.
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Déterminant de la transposée d'une matrice

Théoreme.
Pour toute matrice A € M,(K), on a :

det(A") = det(A)

Corollaire. |

Toute les propriétés des déterminants relatives aux colonnes peuvent étre
affirmées pour les lignes :

@ Si une matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul.

@ Le déterminant d’'une matrice est non nul ssi les vecteurs lignes sont
indépendants.
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Calcul des déterminants (suite)

@ En termes de cofacteurs, le développement du déterminant selon la
premiere ligne s'écrit :
det(A) = ajycof (a11) + ... + aikcof (aik) + . .. + aincof (ain).

@ On peut généraliser le développement a toute ligne ou colonne
quelconque de A :

Théoréeme.

Développement de det(A) selon la iéme ligne :
det(A) = ajicof(aj1) + ... + aicof (aik) + - .. + aincof (ain)
Développement de det(A) selon la jéme colonne :

det(A) = ajjcof (ay)) + ... + akjcof (akj) + . .. + apjcof (an;)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 120/ 420



Le déterminant ne change pas si a une ligne (resp & une colonne), on
ajoute une combinaison linéaire des autres lignes (resp des autres
colonnes).

e En pratique, on fait usage de cette propriété afin de faire apparaitre le
plus de zeros sur les lignes ou les colonnes d'une matrice ce qui
facilite le calcul du déterminant.

1 -2 1 3 4
1 -1 0 2 4
o Calculez det(A)=1]2 1 3 1 2|
-1 0 1 1 3
0 1 -1 1 3
1 -2 1 3 4
01 -1 -1 O
@ Onadet(A)=|0 5 1 -5 —6|
0 -2 2 4 7

o 1 -1 1 3
@ Si on développe par rapport a la lere colonne on obtient :
1 -1 -1 0

5 1 -5 -6
det(A) = o 0 a4 7

1 -1 1 3

1 00 O
. 5 6 0 —6
@ On a ensuite : det(A) = o0 2 7/
1 0 2 3
@ Si on développe maintenant par rapport a la lere ligne on obtient :
6 0 —6
det(A)=10 2 7.
0 2 3

@ On développe par rapport a la 1ére colonne et on obtient :
det(A) = 6(6 — 14) = —48.

Pour deux matrices A,B € M,(K), on a :

det(AB) = det(A)det(B)

A € M,(K) est inversible ssi det(A) # 0 et on a alors :

1

)= s

Si A, A" € M,(K) sont deux matrices semblables (cad si elles représentent
le méme endomorphisme dans deux bases différentes) alors
det(A) = det(A").




Soit E un ev de dimension finie et f un endomorphisme de E. On appelle
déterminant de f, le déterminant de la matrice qui représente f dans une
base (quelconque) de E :

det(f) = det(M(f)e,)

{e;} étant une base quelconque de E.

f € Endg(E) est un automorphisme ssi det(f) # 0.

—
E

Soit A € M,(K) et cof (A) la comatrice de A (matrice des cofacteurs)
dont le terme est défini par :

[cof (A)];j = cof (aj)
On a alors le résutlat suivant :
Acof(A)" = cof (A)TA = det(A)I

En particulier, si A est inversible, on a :

1
—i_ T
A —det(A)cof(A)

1 2
-1 3
cof (A) = <_32 i) et donc Al = detl(A) cof(A)T =1 (i’ _12)

1 2 0
@ Soit A=|—-1 3 0 |.Onadet(A)= —5. Donc A est inversible.
0 1 -1
-3 -1 -1
Onacof(A)=| 2 -1 —1] etdonc
0 0 5
-3 2 0
Al=2L[-1 -10
-1 -1 5

e Soit A = < > On a det(A) = 5. Donc A est inversible. On a
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Algebre Linéaire Réduction des endomorphismes

Introduction

@ Soit E un ev sur K et f un endomorphisme de E. Si E est de
dimension finie et {e;} est une base de E, on peut construire la
matrice qui représente f dans cette base :

M(f)ei = (f(e1), ..., f(e"))ei'

@ Comme on I'a vu précédemment, si I'on change de base, la matrice
qui représente f change : si A = M(f)e;, A’ = M(f)e et Po,_¢ est la
matrice de passage de la base {€/} a la base {e;}, ona: l
A’ =P 1AP.

@ Objectif : chercher des bases de [E dans lesquelles la matrice associée
a f est la plus simple possible cad diagonale. Plus précisément, on
dira que f est diagonalisable s'il existe une base {v;} telle que :

a1l 0 . 0
0 ano
M(f ), =
N
0O ... 0 am
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Définition d'un vecteur propre

@ La clé de la diagonalisation est la notion de vecteur propre.
Définition.
Soit f € Endg(E). Un vecteur v € E est dit vecteur propre de f si :
o v+#D0.
e N eK:f(v)=Av.

Le scalaire A est dit valeur propre correspondante a v.

@ Les vecteurs propres sont par définition non nuls mais la valeur propre
peut étre nulle : les vecteurs (non nuls) de Ker(f) sont les vecteurs
propres associés a A = 0.

@ Si v est un vecteur propre associé a A, alors Vu € K, # 0, puv est
aussi vecteur propre associé a A : f(uv) = puf(v) = p(Av) = A(uv).

@ Les vecteurs propres sont soit les vecteurs du noyau, soit les vecteurs
qui ne changent pas de direction sous I'action de f.
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Introduction (suite)

@ En particulier, ce qui nous intéresse se décline en deux points :

» Caractériser les endomorphismes diagonalisables.
» Déterminer, si elles existent, les bases dans lesquelles la matrice est
diagonale.

e En d’autres termes, puisque deux matrices A et A’ liées par la relation
A’ = P LAP représentent le méme endomorphisme en des bases
différentes, alors ce qui nous intéresse peut s'énoncer de la maniére
suivante :

» Caractériser les matrices A € M,(K) pour lesquelles il existe
P € M,(K) inversible, telles que A’ = P~AP soit diagonale.
» Déterminer effectivement P et A’
> En ADD, la diagonalisation est un outil fondamental : on interprete
certaines matrices carrées symétriques particuliéres (par exemple la
matrice des corrélations entre variables pour I'ACP), telles des
endomorphismes et on montrera que déterminer I'espace de dimension
réduite revient a diagonaliser ces endomorphismes.
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Exemple

@ Soit E = R3 et f la projection sur un plan E; parallelement a une
droite Eo.
» pour tout vecteur v # 0 du plan E!, on a f(v) = v
» pour tout vecteur w € E, on a f(w) =0.

E,

Eq

/

@ On a donc deux types de vecteurs propres car on peut voir que tout
autre vecteur change de direction sous |'action de f.
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Théoreme Préambule

Théoreme. @ Soit A une valeur propre de f; il existe donc un vecteur v e E,v # 0

tel que f(v) = Av, cad (f — Aid)(v) = 0. Comme v # 0, cela signifie

que I'endomorphisme (f — \id) n'est pas injectif, ce qui équivaut a :
det(f — \id) =0

f € Endg(E) est diagonalisable ssi il existe une base de E formée de
vecteurs propres.

@ Si {vi,...,vn} est une base formée de vecteurs propres de valeurs @ Aussi, si {e;} est une base de E et :
propres A1, ..., Ap, alorson a: f(v;) = A\jv;;
A dail1 ... @din
1
. . M(f)e. =
M(f)y, = et donc f est diagonalisable. (Fe,
)\n dnl ... Adnn
@ Réciproquement, s'il existe une base {e;} telle que M(f)e, est @ La condition pour que A soit une valeur propre s'écrit :
a
] 1 ) dail — A dl1o e dln
diagonale M(f)e, = alors on a f(e;) = aje; ce qui 1 a2 — A ...  aon
a =0
nn
signifie que les e; sont des vecteurs propres.
R . , ani an2 ... dpn— A
> Diagonaliser f c’est rechercher une base de vecteurs propres.
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 133 /420 J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 134 /420
Algebre Linéaire Réduction des endomorphismes Algebre Linéaire Réduction des endomorphismes
Polynéme caractéristique Exemple
@ En développant ce déterminant, on aboutit a une équation du type : e Soit f : R?> — R? I'endomorphisme qui, dans la base canonique, est
4 représentée par la matrice :
(=1)"AN"+ bt A"+ .+ b A+ by =0
A 1 2
dont les racines?® (dans K) sont les valeurs propres de f. —\_1 2
o Cette équation est appelée équation caractéristique et le membre
de gauche polynéme caractéristique de f noté Pr(\). e On 2
Propriété. 1-X 2
P¢(\) = det(f — \id) :‘ ‘:)\2—5>\+6

Soit f € Endg(E) ou E est un ev de dimension finie n. Les valeurs propres -1 4-A

de f sont les racines du polynéme :

@ On remarque que 2 est une racine P¢(2) = 0, on en déduit la
factorisation suivante : Pr(\) = (A —2)(A — 3).

P¢(\) est un polynéme de degré n en \ appelé polyndme caractéristique @ Donc les valeurs propres de f sont A; =2 et A, = 3.

de f. e Remarque : si A = M(f)e,, Pr(A\) = det(A — Al) sera noté aussi

Pa(X).
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Pr(\) = det(f — \id)

1. Valeurs de A\ pour lesquelles I'équation est vérifiée.
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Spectre d'une application linéaire

Définition.
L’ensemble des valeurs propres de f est dit spectre de f et est noté
Spr(f) (ou Spr(A), si A est la matrice qui représente f dans une base).

@ Remarque : A = 0 est valeur propre de f ssi det(f) =0, car
P¢(0) = det(f).
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Exemple

e Soit f : R? — R? I'endomorphisme qui, dans la base canonique, est

représentée par la matrice :
1 2
A =
%)

@ Ona:

1-—X 2

PM»:daU—Auy{ 30

'=¥+3A—w

@ Résolution de I'équation du second degré : A = 32 — 4(—10) = 49,
A= 39 = 5 ), = 3VE9 o

@ Donc les valeurs propres de f sont A\; = —5 et \» = 2.

@ On peut écrire : Pa(A) = (A +5)(A — 2).
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Rappels sur quelques propriétés

@ Pour déterminer les racines d'un polynéme P, on pourra s'aider des
propriétés remarquables sur les polynémes ou la propriété de
distributivité de la multiplication sur I'addition qui permettent de
factoriser les polynémes. Par exemple :

> ax?+ bx = ax(x + 2)

x2 +2ax + a° = (x + a)?
» x?2 —2ax + a2 = (x — a)?
» x> —a% = (x+a)(x—a)

@ Par ailleurs on rappelle que les solutions d'une équation du second
degré ax? + bx + ¢ = 0 sont réelles si A = b2 — 4ac > 0 et dans ce

v

cas :
» SiA>0:
» SiIA=0:
*><1=X2=%7
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Recherche des vecteurs propres par résolution de systemes
d’'équations linéaires homogenes

> Une fois calculée les valeurs propres de A (cad son spectre Spx(A)),
on détermine les vecteurs propres en résolvant les systemes
linéaires homogenes suivants :

(A=A =0

ou A € Spk(A).
@ Si A est diagonalisable alors les vecteurs propres {v;} définissent la
matrice de passage P = Pg,_,; telle que :

A’ =P AP
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Exemple

@ Reprenons I'exemple de f : R? — R? I'endomorphisme qui, dans la
base canonique, est représentée par la matrice :

1 2
S
@ On a vu que Spk(A) = {2,3}. Il existe donc deux vecteurs propres vy
et vy tels que : f(v1) = A1vy = 2vy et f(v2) = Aavp = 3vo.

» Calcul de vy : il faut résoudre f(vy) = 2vy cad (f — 2id)(v1) =0 ou
encore (A — 2l)v; = 0.

» Ona:
(A—2lyv; =0 < <_1 g) <>X<;> - (8>

—X1—|-2X2:0
< {X1+2X2:0

» Les solutions sont donc engendrés par le vecteur v; = (2,1).

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 141 /420

Algebre Linéaire Réduction des endomorphismes

Exemple (suite)

@ {vi,vy} formant une base, par conséquent, f est diagonalisable et :

mir = (5 9)

@ La matrice de passage Pe,_y; est telle que :

2 1
Pe,.v,.:<1 1)

@ On vérifie facilement que : A’ = P"1AP avec A’ = M(f)y,.
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Exemple (suite)

» Calcul de v, : il faut résoudre f(vy) = 3v;, cad (f — 3id)(v2) =0 ou
encore (A —3l)v, = 0.

» Ona:
(A-3v, =0 < <:i i) (2) - <8>

—2x1+2x =0
< { —x1+x=0

» Les solutions sont donc engendrés par le vecteur v, = (1,1).

@ On a donc deux vecteurs propres vi = (i) et vp = <1> Forment-ils

une base de R2?

@ Oui car det(vi,vp) = Ii H =1#0.
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Propriétés des valeurs propres

Propriété.
Soit A € M,(K) et Sp(A) = {A1,..., A} (cad I'ensemble des racines
dans K égales ou distinctes du polynéme caractéristique). Alors :

o tr(A)? =X 1+...+ A\,

o det(A) = A1...\,

a. tr est |'opérateur trace correspondant a la somme des termes de la diagonale

Preuve de la propriété sur le déterminant.

Comme {A1,...,\,} sont les valeurs propres de f, ce sont les racines du
polyndme caractéristique Pr(x). On peut donc factoriser le polyndme
caractéristique de la maniére suivante :

Pe(x) = (=1)"(x = A1) ... (x = Ap). Pour x =0: P¢(0) = A1 ... A\p. Or
P¢(0) = det(f — 0id) = det(f). O
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Espaces propres

Définition.
Soit A € K. On note :

Ey={veE:f(v)=Av}

[Ey est un sous-espace vectoriel de E dit espace propre correspondant a .

@ Si A n'est pas valeur propre, Ey\ = {0}.
@ Si \ est valeur propre, alors :
E) = {vecteurs propres associés a \} U {0} et dim(Ey) > 1.
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Caractérisations des endomorphismes diagonalisables

Théoréme.

Soit f € Endg(E) et A1,...,\p les valeurs propres de f. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

@ f est diagonalisable.
o [ est somme directe des espaces propres : E=Ey, ®... DEj)
e dim(Ey,) + ...+ dim(Ey,) = dim(E).

P

Corollaire.

Si f admet n valeurs propres deux a deux distinctes alors f est
diagonalisable.
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Espaces propres

Propriété.
Soient A1, ..., \p des scalaires deux a deux distincts. Alors les espaces
propres Ky, ..., E\, sont en somme directe.

@ Les espaces propres sont toujours en somme directe mais il se peut
que leur somme ‘“ne remplisse pas” totalement [E cad :
EAl@"'@EAp C E.

o C'est en particulier le cas si dim(Ey,) + ...+ dim(Ey,) < dim(E).
Dans ce cas f n'est pas diagonalisable.
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Propriétés des espaces propres et diagonalisation

Propriété.
Soit f € Endg(E) et \ une valeur propre d’ordre (multiplicité) «.. Alors :

dm(Ey) < «

Théoréme.

Soit f € Endk(E), et P¢(x) son polynéme caractéristique avec :
Pr(x) = (—1)"(x — A1) ... (x = Ap)®

ouA,...,\pEKetas+...+ap,=n.
Alors f est diagonalisable ssi les dimensions des espaces propres sont
maximales cad pour chaque valeur propre \; de multiplicité o, on a :

dim(IEA,.) =
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2 0 4
@ SoitA= |3 —4 12
1 -2 5
@ Calculez les valeurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?
@ Calcul des valeurs propres :
2— X 0 4
3 —4—-)\ 12
1 -2 5—-A

—4—)\ 12 3 —4-)
_ @—»\_2 5_J+4‘

1 -2

= 2= (4= N(GB-N)+24)+
4(=6+(4+ )

= (2= M) ((-4-\)(5- ) +20)

= 2-N -

= SAA-1)(A-2)

@ Pp a trois racines distinctes. Sp(A) = {0,1,2}. A est diagonalisable.
@ Déterminez les espaces propres associés aux trois valeurs propres.

@ Pour A\ =0:
2x1 + 4x3 = 0
(f = 0id)(vi) =0 < 3x1 —4x2+12x3 = 0
X1 — 2X2 + 5X3 = 0
X1 — 2x2 + bx3 =0
& 2x1 +4x3 =0
3x1 —4x0 +12x3 = 0
X1 —2x2+5x3 = 0
= 4xy — b6x3 =0
2X2 - 3X3 =0
X1—2xp+5x3 = 0
< { 4X2 — 6X3 =0
S x3ER; x0 = —x3;x1 = —2x3

—2X3
@ Pour A\; = 0 : la solution du systeme homogene s'écrit %Xg} . On
X3
—4
peut prendre par exemple x3 =2etonavy =1 3 | dou
2

—4
Ey, = Vec{| 3 |}

2
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@ Pour Ay =1:

I
o

2x1 +4x3 — x1
3x1 —4x0 +12x3 — xp =
X1 — 2x2 + 5x3 — x3 =0
X1 + 4x3 =0
3x1 = 5x+12x3 = 0
x| — 2xp + 4x3 =0

|
{ 43 = 0
=
|

o

(f — lid)(v2) =0 <

—5X2 =0
—2X2 =0
X = 0

x3 € R

X1 = —4X3



—4X3
@ Pour A\, =1 : la solution du systeme homogene s'écrit 0 ].0On
X3
—4
peut prendre par exemple x3 =1etonavo=| 0 | d'ou
1
—4
Ey, = Vec{| 0 |}.
1

@ Pour \3=2:

2x1 +4x3 — 2x7 =0
(f — 2id)(V3) =0 & 3x1 —4xp +12x3 —2xo = 0
X1 — 2x2 + 5x3 — 2x3 =0

X1 — 2xp + 3x3 =0
X3 =0

3X1 — 6X2 =
X1 — 2X2 =0

o

X3=0
x €R
X1:2X2

4X3 =0
== 3x1 —b6xo+12x3 = 0

2x
@ Pour A\3 =2 : la solution du systeme homogene s'écrit | 1x> |. On
0
2
peut prendre par exemple xop =1letonavs=|1] dou
0
2
Ey, = Vec{|1]}.
0
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Introduction Forme bilinéaire

@ Les formes bilinéaires sont des outils essentiels pour définir les espaces
Euclidiens. En effet, les notions d'angle, d’orthogonalité, de distances
et de normes sont définies a partir du produit scalaire qui est une

forme bilinéaire symétrique définie positive. S P
Y Définition. (Forme bilinéaire)

@ Les formes quadratiques sont également importantes. Elle permettent
d’étudier le signe d'une forme bilinéaire et de savoir notamment si elle Soit E un ev sur K. On appelle une forme bilinéaire, une application
est définie positive. s:E x E — K qui est linéaire en les deux arguments, cad qui vérifie :
> En ADD, nous étudions implicitement des formes quadratiques. En e s(x+y,z) =s(x,z) + s(y, z)
parti/culi.er, Ia/ r.n:?trice de variance—cov.arianc/e ou des .cc?efficients de o s(x,y +2) = s(x,y) + s(x, 2)
corrélation définie une forme quadratique définie positive. La
° s(Ax,y) = s(x,Ay) = As(x,y)

décomposition spectrale de ces matrices nous donnent les axes
factoriels cad les bases des espaces de dimension réduite. De plus, les
notions de métriques sont pertinentes également puisque I'AFC et
I’ACM reviennet a utiliser des produits scalaires particuliers. On
aboutit a un cadre généralisé de méthodes de réduction de dimension
dans des espaces Euclidiens.
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Caractéristique d'une forme bilinéaire Caractéristique d'une forme bilinéaire (suite)

@ Soit E un ev de dimension n, {e;} une base de E et s une forme

bilinéaire de E. Six =37 ; xjejety=>" ;yiej, ona: o o A _
@ Ainsi, si s est une forme bilinéaire elle peut étre mise sous la forme :

n n n n
s(xy) = S(inei’ Zyjej) - Zx,-s(e,-, Zyjej) s(x,y) = suixiy1 + si2x1y2 + ... 4 SjiXiYj + ...+ SanXnYn
i=1 j=1 i=1 j=1
n n n n @ Par conséquent, on reconnait une forme bilinéaire par le fait que, en
= E X; E yis(ei,e)| = E E xiyjs(ej, €; I'écrivant dans une base, on obtient une somme de monémes en
i=1 j=1 i=1j=1 x;y; dans lesquels x; et y; apparaissent tous les deux a la

(14 . uissance 1 (polynome homogeéne d’ordre 2).
@ Les s(e;, ej) sont des éléments de K. Si on pose s; = alors P (poly & )

I'expression de s dans la base {e;} est : © Exemples :

» s(x,y) = x1y1 + 2x2y2 — X3y1 + x1y3 est une forme bilinéaire.
» s(x,y) =2x1y1 + x{y2 — x3y5 + x1y3 n'est pas une forme bilinéaire.
s(x,y) = Z XiYj » s(x,y) =2x1y1 + x1 — x3y» n'est pas une forme bilinéaire.

ij=1

n

= s11X1y1 + siexiye + ...+ SiiXiyj + ... + SppXaYn
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Caractéristique d'une forme bilinéaire symétrique

@ Soit s une forme bilinéaire, elle est symétrique ssi :

s(x,y) = s(y, x)

@ Ainsi, on reconnait qu'une forme bilinéaire est symétrique par le fait
que, en |'écrivant dans une base, on a Vi,j =1,...,n :s; = sj.
o Exemples :

» s(x,y) = x1)1 + 2x2y2 — X3)1 + x1y3 n'est pas une forme bilinéaire
symétrique.

» s(x,y) = 2x1y1 — 3x1y2 — 3x2y1 + X135 + x3)1 est une forme bilinéaire
symétrique.
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Matrice d'une forme bilinéaire

Définition.
Soient s une forme bilinéaire sur E et {e;} une base de E. On appelle
matrice de s dans la base {e;} la matrice :

s(e;,e1) s(ei,ex) ... s(ei,ep)
My(s)e, s(eg.7 er) s(ez., e) ... s(e,ep)
s(e,,', e) s(en', e) ... s(e,,., en)

On écrira aussi Mp(s)e; = (s(ej, €;)) = (sj).

e Ainsi s(ej, e;) correspond au coefficient de x;y;.

o Attention! L'application M, qui a toute forme bilinéaire associe une
matrice, ne doit pas étre confondue avec |'isomorphisme M qui a
toute application linéaire associe une matrice.
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Représentation matricielle d'une forme bilinéaire

Pour les calculs, et comme pour les applications linéaires, il est
pratique d'utiliser I'expression matricielle de la forme bilinéaire.

Soit E un ev de dimension finie nsur K et s : E x E — K une forme
bilinéaire.

Si {ej} estunebasede Eet x=3) 7, xe;, y=) - ,y€j,ona:

n
S(X7 Y) = Z Xiyjs(eiaej)

ij=1

s est donc déterminée par la connaissance des valeurs s;=
cad des valeurs obtenues pour toutes les paires d’éléments de
la base considérée.
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Détermination des images par calcul matriciel

Propriété.

Soient E un ev sur K de base {ei,...,e,}. Pour toute forme bilinéaire

s: E x E — K représentée par la matrice Mp(s)e; = S = (sj;) et pour tout
vecteur x,y € E, on a :

s(x,y) = M(x)g,Mp(s)e;M(y)e,
= x'Sy
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Exemples

@ Soit s : R3 x R3 — R la forme bilinéaire qui dans la base canonique
{e;} s'écrit :

s(x,y) = 5x1y1 —2x0)2 +4x3y3+ Tx1y2 +6x1y3 —4x3y1 +2x0y3 +8x3 5.

@ On a alors :

5 7 6
Mp(s)e, = | 0 —2 2
—4 8 4

@ L'image des vecteurs x = (1,1,0) et y = (0,2,4) est :

5 7 6 0
s(xy) = (1 1 0){0 -2 2|2
—4 8 4) \4
= 42
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Forme quadratique

@ A toute forme bilinéaire symétrique s : E x E — R, on peut lui
associer une application g : E — R.

Définition. (Forme quadratique)

Soit E un evsurK ets:E x E — K une forme bilinéaire symétrique.
Alors I'application q : E — K définie par :

q(x) = s(x,x)

est appelée forme quadratique sur E associée a s.

@ Attention! g n'est pas une forme possédant la propriété de linéarité.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Exemples (suite)

@ Soit s : R3 x R3 — R la forme bilinéaire symétrique qui dans la base
canonique {e;} s'écrit : s(x,y) = 2x1y1 — 3x1y2 — 3x2)1 + Xx1y3 + X3¥1.

@ On a alors :

2 -3 1
My(s)ee = | =3 0 0
1 0 0

@ L'image des vecteurs x = (1,1,0) et y = (0,2,4) est :

2 =31 0
s(xy) = (1 1 0)(-3 0 0] ]2
1 0 0/ \4
- 2
@ On pourra vérifier que s(x,y) = s(y, x).
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Forme polaire d'une forme quadratique

@ |l existe en fait une correspondance bijective entre |'ensemble des
formes bilinéaires s sur [£ x E et les formes quadratiques sur E.

Propriété. (Forme polaire de q)

Soit q : E — K une forme quadratique sur E. Il existe alors une et une
seule forme bilinéaire symétrique s : E x E — K telle que
Vx € E, s(x,x) = q(x). s est donnée par :

s(x.¥) = 5 (alx +y) — 4(x) ~ a(y))

s est dite forme polaire de q.
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Caractéristique d'une forme quadratique

@ Soit s une forme bilinéaire symétrique et g la forme quadratique
associée.

@ On a vu comment reconnaitre algébriquement une forme bilinéaire
symétrique.

e Comme g(x) = s(x,x), il est facile de voir que I'écriture algébrique de
g dans une base de E est un polyndme homogeéne de degré 2 en
les composantes x; de x.

o Exemple :

» Sis(x,y) =2x1y1 — 3x1¥2 — 3x2y1 + x1y3 + x3y1 alors la forme
quadratique associée est g(x) = s(x,x) = 2x? — 6x1x2 + 2x1X3.

» Sis(x,y) = 2x1y1 + x1 — x3y» alors s(x,x) = 2x? + x; — xpXx3 n'est pas
une forme quadratique (s n'étant pas une forme bilinéaire).

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 169 /420

Algebre Linéaire Formes bilinéaires et formes quadratiques

Signe d'une forme quadratique

Définition.
Soit q : E — K une forme quadratique sur E et soit Q sa représentation
matricielle. On dit que q est :
e définiesi : q(x) =0<x=0
e définie positive (dp) si elle est définie et si :
Vx EE,x#0,x"Qx >0
e définie négative (dn) si elle est définie et si :
Vx €eE,x#0,x"Qx <0
@ semi-définie positive (sdp) si :
Vx €eE,x#0,x' Qx >0
e semi-définie négative (sdn) si :
Vx €eE,x#0,x"Qx <0

@ indéfinie si elle est ni sdp ni sdn.
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Détermination des images par calcul matriciel

@ Comme pour les formes bilinéaires, nous pouvons représenter les
formes quadratiques par des matrices (cf slide 162).

e Et donc calculer les images g(x) par calcul matriciel.

Propriété.
Soient E un ev sur K de base {ei,...,e,}. Pour toute forme quadratique

q : E — K représentée par la matrice Mp(q)e; = Q et pour tout vecteur
xeE, ona:

q(x) = M(x)e,Mp(q)e;M(xX)e;
= x' Qx

@ Pour simplifier la lecture on notera la matrice de la forme quadratique
q associée a s par Q et non S.

e On remarquera que Q est forcément symétrique (Q = Q).
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Comment déterminer le signe d'une forme quadratique

@ |l existe plusieurs méthodes pour étudier le signe d'une forme
quadratique :

» Le critére de Sylvester reposant sur le calul de déterminants de
sous-matrices de Q.

» La réduction en carrés de Gauss qui est un algorithme utilisant la
représentation algébrique.

> La détermination du spectre de Q ou le signe des valeurs propres
permet de conclure sur le signe de la forme quadratique.

@ Nous ne verrons pas dans ce cours les deux premiéres méthodes mais
utiliserons uniquement le spectre de Q pour déterminer son signe.
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Valeurs propres et signe d'une forme quadratique

Théoréme.

Les valeurs propres d’une matrice carrée symétrique réelle sont réelles.

@ Nous verrons également en slide 192, une autre propriété particuliere
de la décomposition spectrale d'une matrice carrée symétrique.

Théoreme.

Soit q : E — K une forme quadratique sur E et Q sa matrice carré
Symétrique associée.

@ g est dp ssi ses valeurs propres sont strictement positives.
q est dn ssi ses valeurs propres sont strictement négatives.
q est sdp ssi ses valeurs propres sont positives ou nulles.

°
°
@ g est sdn ssi ses valeurs propres sont négatives ou nulles.
°

q est indéfinie ssi ses valeurs propres sont de signes distincts.
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Introduction

@ Les espaces vectoriels constituent le cadre général de |'algebre
linéaire : il s'agit de la structure minimale permettant de traiter les
problémes linéaires.

@ On peut ajouter des concepts et structures supplémentaires aux
espaces vectoriels permettant ainsi d'enrichir encore plus ces objets
mathématiques.

@ Objectif : Ajouts des concepts de métriques aux ev permettant de
définir les notions de normes, angles et distances ... La notion de
produit scalaire est fondamentale dans cette perspective.

> En ADD, la notion d'information est relative a celle d'inertie ou de
variance qui elle-mé&me utilise les distances Euclidiennes. Par ailleurs,
nous utilisons des produits scalaires différents en fonction de la nature
des données a I'étude (ACP, AFC, ACM). Enfin, nous voyons
également les opérateurs de projection orthogonale qui sont
utilisées en ADD mais également dans d'autres méthodes statistiques

(régression linéaire multiple par moindres carrés ordinaires...).
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Rappel du Sommaire

© Algebre Linéaire

@ Espace Euclidien
@ Produit scalaire dans un espace vectoriel. Espaces Euclidiens
@ Base orthonormée
@ Norme d’un vecteur. Angle non orienté (cas général)
@ Sous-epaces orthogonaux et matrices de projection
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Produit scalaire canonique dans R? ou R3

@ On introduit et illustre les notions géométriques tout d'abord dans R?
et R3 en supposant la base canonique (repere cartésien).

@ Soient dans R3, x = (x1,x2,x3) et y = (y1, y2, ¥3). On appelle produit
scalaire canonnique de x par y, noté (x,y) le scalaire défini par :

(X,¥) = x1y1 + x2y2 + x3y3

@ Propriétés du produit scalaire canonique dans R3 (ou R?) :
» |l est bilinéaire, Vx,y,z € R3; VA e R :
* (x+y,2) = (x,2) + (y,2)
(Ax,z) = A\(x,z)
* (xy+2) = (xy) + (x2)
(x,Az) = A(x,2)
» |l est symétrique, Vx,y € R3 : (x,y) = (y, x)
» Il est défini positif, Vx € R3 :
* (x,x) >0
* (x,x) =0 x=0
@ (.,.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
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Norme dans R? et R3

@ On appelle norme Euclidienne (associée au produit scalaire (.,.)),
du vecteur x, notée ||x||, le scalaire :

IxIl = v/ {x, %) = \/xF + 3 + 5

@ Si on suppose la base canonique dans R? et R3, cette expression est
associée au théoreme de Pythagore!
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Angle non orienté dans R? et R3

@ Soient x et y deux vecteurs non nuls. Le coefficient de la projection
orthogonale (par rapport au produit scalaire (.,.)) de y sur x,
noté Projx(y), est le scalaire A tel que le vecteur z =y — Ax soit
orthogonal a x :

X
(y — Mx,x) = 0=\ = Proj(y) = <H ’|)|/2>
X
e lllustration dans R? avec la base canonique :
0
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Distance et orthogonalité dans R? et R3

e La distance Euclidienne (associée au produit scalaire (.,.)) entre
deux vecteurs v et w est la norme du vecteur v —w :

v —wl = v{v—wv—w)

@ On dit que deux vecteurs v et w sont orthogonaux (pour le produit
scalaire (.,.)), si :
(v,w) =0
@ On peut exprimer le fait que ces vecteurs soient orthogonaux par la
condition suivante :
lv+w = v—w]|

e lllustration dans R? avec la base canonique :

—
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Angle non orienté dans R? et R3 (suite)

@ Si x et y sont deux vecteurs non nuls, I'angle non orienté entre ces
vecteurs est I'angle compris entre 0 et 7w que forment les vecteurs de
longueur 1 : x; = % ety; = L.

& LI P A 7]

En trigonométrie, le cosinus 1
de 6 est vaut la longueur du
coté adjacent divisé par la - :
longueur de I'hypothénuse. 0 A
Dol : cos(f) = A/1 = A.

@ Or ) est le coefficient de la projection orthogonale Projx,(y1). On a
donc :

(x,y)
A= "5 = (X1,y1) = ———— = cos(f
a2~ 0¥ = Ry = <@
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Espaces Euclidiens

o Les définitions précédentes dans R?, R3 se généralisent a tout ev E.

@ D’une part nous pouvons définir des produits scalaires dans tout e.v.
E de dimension quelconque.

@ D'autre part, il existe une infinité de produits scalaires dans E
puisqu’il existe une infinité de facon de définir des applications
bilinéaires symétriques et définie positive.

Définition. |
Soit E un espace vectoriel réel de dimension n et de base {€;}.
L’application s : E x E — R forme un produit scalaire pour E si s est
bilinéaire, symétrique et définie positive. Dans ce cas, on notera
également s(x,y) par (x,y)s ot S = My(s),, pour tout x,y € E.

Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire est
dit espace Euclidien.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 181 /420

Algebre Linéaire Espace Euclidien

Représentation matricielle du produit scalaire (suite)

@ La matrice S = M(s),; d'un produit scalaire s vérifie :
»S=ST
» YxecE:x'Sx >0
» x'Sx=0&x=0

Propriété. |
La matrice associée a un produit scalaire étant symétrique et définie

positive, ses valeurs propres sont réelles et strictement positives (cf slide
173).

@ Dans le cas particulier du produit scalaire canonique que |'on
notera (.,.), celui-ci est associé a la matrice identité. Si dim(E) = n
et | est la matrice identité d’ordre n. On a donc Vx,y € E :

n
<X,y> = <X,y>| = ley = xTy — in}/i =X1y1 —|—X2y2 -+ ... +Xnyn
i=1
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Représentation matricielle du produit scalaire

Propriété. |
Soit s un produit scalaire sur E, {€;} une base, S = Mp(s)¢;, x = M(x)e;,
y = M(y)e, oux,y €E. On a :

s(x,y) = (x,y)s = xSy

y
1 00 1 2
@ Exempledans R3:S=|0 1 1|, x=|[ 2 |ety=|[3].0ona:
01 1 -1 1
1 00 2
s(x,y)=(1 2 -1)f(0 1 1 3]=6
011 1
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L'espace Euclidien (R”,{e;}, (., .)s)

@ Soit R” de base {e;} muni du produit scalaire (.,.)s ou S = Mj(5s)e,
est symétrique et définie positive. On a donc, Vx,y € R" :

n
(x,y)s = x'Sy = Z SijXiYj
ij=1

@ Les notions de norme et distance Euclidiennes, d'orthogonalité et
d'angle définies précédemment dans les cas de R? ou R3 muni du
produit scalaire canonique (.,.), se généralisent dans le cas de R”
muni d'un produit scalaire (.,.)s quelconque :

» Norme et distance Eudliciennes pour le produit scalaire (.,.)s :

IX[ls = Vxx)s ;i lIx—ylls = vV{x—y,x—y)s
» S-orthogonalité (cad pour (.,.)s) entrex ety : x Lsy < (x,y)s =0

» Projeté S-orthogonal (cad pour (.,.)s) de y sur x : E’;i;:

X

i
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Autre exemple : I'espace Euclidien (M,(R),{E;}, (.,.)F)

@ Soit n un entier naturel et E = M,(R) I'ev des matrices carrées
d’'ordre n. Soit le produit scalaire de Frobenius défini pour deux
matrices quelconques A = (ajj) et B = (bjj) par :

(A,B)r = tr(ATB) = >_];_; ajbjj.
@ On montre que (A,B)f = ijzl ajjbjj est bien un produit scalaire :

» Bilinéaire :

* (A+B,C)r = Z?,j:l(aij + byj)cj = Zﬁj:l ajjCij + Zﬁj:l bijcjj =
(A,C)r +(B,C)F

* (AA,B)F = Z;,j:1(/\3ij)bij = /\Zi,jzl aijbj = AMA,B)r
* (A,B+C)r=(A,B)rF+ (A C)F
* (A, AB)r = A\(A,B)F

» Symétrique :(A,B)F = Z?,j:l ajbj = Z?,j:l bjaj = (B,A)r

» Définie positive :
* (AA)F = 277]:1 35’ >0

* (AAF=0&>" a2=02=0YijcA=0
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Exemple

@ Ecrivez le produit scalaire canonique de R? dans la base {€}, €5} ol :

€, = 2€1 +3€2; €, = —8€1 + ben

oOnaS:IetP:@ _58>
@ OnavuqueS =PTSP et donc :

C oo eTo . (2 3) (2 -8\ [13 -1
S—P'P_PP_(—85 3 5) -1 89

@ En d’autres termes on a (x,y) = (x',y')ss oll x = x1€1 + x2€2,
Yy = yi€1 + yo€z et X' = x{€] + x5€5, Yy = yi€] + yi€h.

@ Dans la base {€} en particulier, on a
(X' ys = (X')TS'Y = 13x]y] + 89x4y5 — x| yb — X4y},
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Action du changement de base sur la représentation
matricielle d'un produit scalaire

Propriété. |
Soient {€;} et {€;} deux bases de E, P = P,_/ la matrice de passage de
{€}} vers {€;} et s un produit scalaire de E. Notons S = M(s)e, et

S’ = M(s)e, alors on a (Attention! Ne pas confondre avec slide 107) :

S'=P'SP

Démonstration.

Soient x,y € E et notons x = M(x);, X' = M(x)er, y = M(y)e;,

y = M(y)e;- On a X =P71x,x=Px,y =P ly ety =Py’ Par
conséquent : s(x,y) = x' Sy = (Px')'S(Py’) = (x') " (PTSP)y’. Par
ailleurs, on a par définition dans la base {€} : s(x,y) = (x')'S'y’. Par
identification on en conclut que S’ = PTSP. O
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Base orthonormée

@ Rappels de définitions dans le cas général :
» Norme du vecteur x associée au produit scalaire (., .)s :

HXHS = \/Ws-
» x et y sont orthogonaux par rapport au produit scalaire (., .)s si :
(x,y)s = 0 (ce qu'on a noté par x Lsy)

Définition. |
Soit E un espace Euclidien de dimension n, de base {€;} et de produit
scalaire (.,.)s ot S = Mp(s)e,;. Une base {u;} est dite orthogonale pour
(.,-)s si (uj,uj)s =0,Vi,j=1,...,n;i # j. Elle est dite orthonormée si
de plus chaque vecteur est de norme 1, cad ||ui||ls = 1,Vi=1,...,n.

e Dans une base orthonormée {u;} pour (.,.)s, on a donc :
1 sii=
(Ui, uj)s = 0 = { 0 sinon

cad Mp(s)y, = I, la matrice identité d'ordre n.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

(0jj est le symbole de Kronecker)
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Propriétés des bases orthonormées

@ Reprenons la définition du slide précédent. Soit E de base {€;} et de
produit scalaire (.,.)s avec S = M(s),,. Supposons que {u;} soit une
base orthonormée de E pour (.,.)s. Posons
P=Pe_y = (u up), x = Px" avec x = M(x),, et
x' = M(x),, et, similairement y = Py’. Alors :

T NT / NT pT / NT,/ 1,
(x,y)s =x Sy = (Px) SPy = (x) P ISP,y = (X)) y =,y
puisque PSP = (u/ Su;);; = (u;,u;)s = (§;);; car par hypothese
{u;} est une base orthonormée de E pour (.,.)s.
> Ainsi, dans une base orthonormée (pour (.,.)s), le produit scalaire
(.,.)s devient le produit scalaire canonique (.,.) d'ou My(s),, = I.
@ Autres propriétés :

u;

» Si {u;} est une base orthogonale pour (.,.)s alors les vecteurs —2—

fluils
forment une base orthonormée pour (., .)s.
» Toute famille de vecteurs non nuls {uy,...,u,} deux a deux
orthogonaux (peu importe le produit scalaire) est libre.
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Théoreme fondamental des espaces Euclidiens

Théoreme.
Dans un espace Euclidien il existe toujours des bases orthonormées.

Corollaire. |

Soit E un espace Euclidien de dimension n, de base {€;} et de produit
scalaire {.,.)s oti S = Mp(s)e,. Soit {u;} une base orthonormée pour (., .)s.

Alors on peut identifier (E, {u;}, (.,.)s) a (R", {e;}, (.,.)) ot {e;} et (.,.)
sont la base et le produit scalaire canonique de R", par I'isomorphisme :

E — R"

¢{ui} - x:27:1Xiui — (Xla"‘7Xn)

@ Remarque : le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt permet
de transformer une base quelconque en une base orthonormée.
> On peut toujours ramener (E,{€;},(.,.)s) a (R",{e;},{.,.))!
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Changement de base, base orthonormée, matrice
orthogonale

@ Soit RP de base quelconque {€;} muni du produit scalaire canonique
(.,.). Soit {u;} une base orthonormée de RP pour (.,.).

o Soit P =P¢,_y, = (ug up), la matrice de passage de {u;} vers
{€;} ou les colonnes de P sont les composantes des u; dans {¢;}.

e Alors P'P = (u'u;);; = ((uj,u;));; et comme {u;} est orthonormée
on a donc PTP = I et par identification il vient PT = P~L.

@ Une matrice P telle que PT = P~1 est dite orthogonale.

> Notons x = M(x)e, et f = M(x),,. On a alors la propriété de
changement de base suivante dans le cas d'une base orthonormée :

f=P, ¢x=P x=P'x

T T H
u; u; x (ug,x) Projy, (x)
= . X = : = : =
T T H
u, up, X (up, x) PrOjup(X)
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Diagonalisation de matrices réelles symétriques

Théoreme. |

Toute matrice réelle symétrique A est diagonalisable et les espaces propres
sont deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire canonique.

@ Si A est diagonalisable, ses vecteurs propres forment donc une base
orthogonale.

110
@ Exemple:A=[1 1 0].Ona Spk(A)={0,1,2} et les vecteurs
0 01

propres : v = (1,—1,0), v = (0,0,1), v3 = (1,1,0).
@ Vérifiez que les 3 vecteurs propres sont mutuellement orthogonaux

pour (.,.) et que les vecteurs propres normalisés sont :

u; = %(1, —1,0), up =vo = (0,0,1), u3 = %(1, 1,0).
@ Ainsi, {ug,us,u3} forme une base orthonormée de R3.

o On remarquera aussi que u; (Au;) = u. (A\ju;) = A\julu; = \;6;.

i
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Norme

Définition.

Une norme est une application n: E — RT qui vérifie les propriétés
suivantes, Vx € E;V\ € R :

n(Ax) = |A|n(x)

e nx)=0x=0

Inégalité triangulaire : n(x +y) < n(x) + n(y)
L'égalité a lieu ssi il existe A > 0 tel que y = Ax.

Exemple : R” muni du produit scalaire canonique (.,.). L'application
[|.]] : R" — R définie Vx € E par :

[x[] =/ {x, %)

est la norme Euclidienne (pour le produit scalaire canonique) de R”.
On remarquera que I'application |.||? : E — RT définie par
x]|? = (x,x) est la forme quadratique associée a (.,.).
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Inégalités de Cauchy-Schwarz

Propriété. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tout x,y € E un espace euclidien, on a :

(x,y)% < IIxI[[lyl?

ou encore :

[y | < ixlllyl
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Inégalité triangulaire

@ Inégalité triangulaire :

n(x +y) < n(x) + n(y)

o L’inégalité triangulaire exprime le fait que dans un triangle la longueur
d'un cOté est inférieur ou égale a la somme des longueurs des deux
autres cotés.
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Angle non orienté dans R” muni de (., .)

@ Soient x,y deux vecteurs non nuls de R”. D’apres I'inégalité de
Cauchy-Schwarz on a la propriété suivante :

[(x, ¥)| (x,y)

1| < Xyl < <le-1< <
[x[[{]y] [x[[[]yl]

@ |l existe un et un seul 6 € [0, 7] tel que :

cos(f) = x.y)
Iyl
0 est dit angle (non orienté) entre les vecteurs x et y.
@ Notons enfin dans R” la relation qui exprime le produit scalaire
canonique en fonction de la norme Euclidienne (forme polaire de
la forme quadratique q = ||.||?, cf slide 168) :

1
(ay) =3 (Ix+ vl =[x = lIyl?)
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Distance

Définition.
Une distance est une application d : E x E — R qui vérifie les propriétés
suivantes, Vx,y € E;VA e R :

e Symétrie : d(x,y) = d(y,x).

o dx,y)=0&x=Yy.

@ Inégalité triangulaire : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

@ Exemple : R” muni du produit scalaire canonique (., .). L'application
|.]| : Ex E — Rt définie Vx,y € E par :

[x =yl =v{x—y,x—y)

est la distance dite Euclidienne de E et vérifie donc les propriétés
énoncées précédemment.
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Sous-espaces orthogonaux (suite)

@ Quelques observations :

» En raison de la symétrie, on a également
F+ = {x € E|[(u,x) = 0,Vu € F}.
» FL est un sev de E méme si F ne I'est pas initialement.
» {0}t =E.
» E+ = {0}.

Propriété.

Pour tout sev F d’un espace Euclidien E, on a :
o dim(E) = dim(F) + dim(F+).
e E=F@F".
o (F1): =F.
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Sous-espaces orthogonaux

@ Remarque préliminaire :
» Nous avons montré précédemment qu'un triplet (E, {€;}, (.,.)s) pouvait
se ramener a (R" {e;}, (.,.)) par un isomorphisme (cf slide 191).
» Ainsi dans ce qui suit, nous utilisons par défaut le produit scalaire
canonique (.,.) dans les définitions et illustrations. Cependant celles-ci
restent valables conceptuellement pour tout type de produit scalaire

{(,.)s.
Définition.
Soient E un espace Euclidien muni du produit scalaire (.,.), F CE un

sous-espace quelconque. On définit F+, le sous-espace orthogonal de F
pour le produit scalaire {.,.), de la facon suivante :

F+ = {x € E|(x,u) = 0,Yu € F}
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Projecteur

@ Nous avons déja présenté précédemment des applications linéaires qui
sont des projecteurs.

@ La particularité de ces applications linéaires est la suivante :
Définition.
Soit E un espace vectoriel. On appelle projecteur un endomorphisme p de
E tel que p> = pop = p.

Propriété.
On a pour un projecteur p les propriétés suivantes :
e E = Ker(p) ® Im(p).
e Ker(p) = Im(idg — p) ou idy est I'application identité.
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Exemple de projecteur

/Eg = Ker(p1) = Im(idg — p1)

1= Im(p1) p1(x)

/

@ p; est le projecteur sur E; parallelement a Es.
o pi(x) = p(pr(x)) = pr(x).

e Im(p1) = E; et Ker(p1) = Eo.

o Im(idg — p1) = Eo.

o E=FE; dE,.
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Exemple de projecteur orthogonal

A

X3

v

o E = R3 et p est le projecteur orthogonal sur F = Vec{e;,e>} (plan
vectoriel engendré par e; et ep).

o L = Vec{es} (droite vectorielle engendrée par e3).

o Im(idg — p) = Vec{es}.
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Projecteur orthogonal

Définition.
Soit E un espace Euclidien et F un sous-espace de E. On appelle
projecteur orthogonal sur I, le projecteur sur F parallélement & F+.

Propriété.
Nous avons les propriétés équivalentes suivantes :
@ p est un projecteur orthogonal.
o Im(idg — p) = (Im(p))*.
e Vx,y: (p(x),y) = (x,p(y)) (on dit que p est auto-adjoint).

@ Autres propriétés si p est un projecteur orthogonal sur IF :
» Im(p) = F et Ker(p) = F+.
» P = M(p)e, est tel que P? = P (on dit que P est idempotente).
» idg — p est (également) un projecteur orthogonal sur (Im(p))* et donc
(1—P2=1-P.
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Projecteur orthogonal sur un sev

@ Soit F = Vec{uy,...,us} un sev de RP. Comment déterminer la
représentation matricielle de I'endormorphisme défini par la projection
orthogonale sur 7

Définition.
Soit RP muni du produit scalaire canonique et soient s vecteurs de RP
(avec s < p) :uy,...,us. Soit A = (ul us) la matrice de taille

(p x s) dont les s colonnes sont les vecteurs uy, ..., us alors :
Pr=A(ATA)1AT

est la matrice de taille (p x p) représentant le projecteur orthogonal de RP
sur son sevF = Vec{uy,...,us}.

e Dans R? de base canonique, déterminez le projecteur orthogonal sur
le sev engendré par la lere bissectrice.
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Rappel du Sommaire

© Méthodes de réduction de dimension
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Rappel du Sommaire

© Méthodes de réduction de dimension
@ Analyse générale : la décomposition en valeurs singulieres (SVD)
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Introduction

@ Nous abordons maintenant les applications en statistiques
exploratoires multidimensionnelles :

» les méthodes de réduction de dimension,
» les méthodes de classification automatique.
@ Les fondements mathématiques de ces techniques reposent sur les
concepts développés en espace Euclidien que nous avons revus
précédemment.

@ La suite du cours reste formalisée mais avec une perspective plus
ancrée en statistiques appliquées.

> Nous voyons notamment plus en détails comment des concepts en
ADD comme information, approximation. . .se traduisent en termes
métriques dans le cadre des espaces Euclidiens.
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Introduction

@ Les techniques de réduction de dimension permettent de représenter
de facon synthétique et graphique I'information contenue dans une
table de données composées de nombreuses variables (p > 2).

o |l s'agit de méthodes statistiques descriptives mais qui sont puissantes

puisqu’elles permettent de découvrir des connaissances 2.

@ Les outils algébriques fondamentaux sont :
» distances entre points, projections orthogonales et métriques;
» décomposition en valeurs propres de matrices carrées.
@ |l existe en fait une dualité (cad des relations fortes) entre I'analyse
du nuage des individus et celle du nuage des variables.

@ Sous I'angle algébrique, cette dualité est fondée sur la décomposition
en valeurs singuliéres d’'une matrice rectangulaire (SVD).

@ Nous faisons le lien entre les principes forts en réduction de dimension
et la SVD dans ce qui suit.

2. Ces approches sont trés employées en fouille de données (data mining)/découverte de connaissances (knowledge discovery).
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Le point de départ en ADD : une table de données (rappel)

x1 ..oxk .. xP
] X1 [ X11 X1k X1p
@ Notons X une matrice de
données de taille (n x p) :
X= X Xji1 .. Xk <o Xip
Xn \ Xn1 Xnk Xnp
@ X, est le terme généralde XetVi=1,... mVk=1,...,p: xx € R.

e Chaque ligne i de X représente un vecteur x; de taille (p x 1).
@ Chaque colonne k de X représente un vecteur x de taille (n x 1).

Xi1 X1k
Viixi=1 : et Vk:xk=
Xip Xnk
@ On notera également un vecteur comme ceci : X; = (Xj1, ..., Xjp).
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Objectifs des méthodes de ce cours (rappel)

@ Pour fixer les idées supposons que les lignes représentent des individus
et les colonnes des variables de différentes natures (par exemple sexe,
age, nombre d'enfants, salaire. . .)

@ Pour appréhender I'information contenue dans la table de données, on
s'intéresse aux nuages de points formés par les individus d'une part et
par les variables d'autre part.

@ Le point de vue géométrique de ces données permettrait d’apporter
des éléments de réponses aux questions suivantes :

» Quels sont les individus qui sont proches et qui présentent donc des
similitudes 7

» Quelles sont les variables corrélées entre elles?

» Peut-on représenter visuellement ces informations dans un espace dont
les axes porteraient une sémantique particuliere ?

» Peut-on dégager des groupes homogenes d'individus et expliquer ces
groupes par un comportement particulier de plusieurs variables ?
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Une table de données mais deux nuages de points (rappel)

@ L'ensemble des vecteurs {xi,...,X,} peut étre représenté dans R”.
On notera ce nuage NO.

@ L'ensemble des vecteurs {x!,...,xP} peut &tre représenté dans R".
On notera ce nuage NA.

—
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Objectifs des méthodes de ce cours (suite) (rappel)

@ Toutefois, il n'est pas possible d'appréhender ces données dans des
espaces de dimension supérieure a 3 puisqu'on ne sait pas représenter
visuellement ce type d'espace.

@ On cherche donc a représenter ces données dans des espaces réduits
de dimension 2 ou 3. Mais passer d'un espace de dimension p (ou n)
a un espace de dimension 2 implique une perte d'information. On
cherche donc des espaces réduits qui conservent au mieux
I'information initiale.

o Les concepts de données, espace, projection et information sont
abordés du point de vue géométrique. Pour cela on a reeetrs revu des
outils mathématiques issus principalement de I'AL.

@ On verra également par la suite quelques éléments en optimisation
pour une meilleure compréhension des méthodes en ADD.

i
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Variance ou inertie d'un nuage de points

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

La quantité d'information contenue dans un nuage de points NO
constitué de n vecteurs est mesurée par la variance ou l'inertie
totale. Elle sera notée int(NQ) et définie par :

Z Zdz(x y)=— Zd (x;,X)

xeNO yeNO

int(NO) =

ol d?(.,.) est la distance Euclidienne au carrée dans RP et

X = %27:1 x; est le vecteur moyen appelé barycentre de NO.
De facon breve : il s'agit de la distance quadratique moyenne entre
chaque point du nuage et le barycentre.

Interprétation : plus les points sont dispersées autour du barycentre
plus il y a de I'information. A contrario, un nuage de points concentré

autour du barycentre est peu informatif.
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Retour sur I'exemple :

x — X’ est le vecteur erreur entre x et son projeté x’. Les MCO consiste
donc a minimiser la somme des carrés des (normes des) erreurs :
Le théoreme de Pythagore implique la relation suivante :
1112
Xl

Seuls les x’ dépendent de uy (la variable inconnue) on a donc :

min Y [x—X|* < max, Z 1X']|2

SN
i xeNO

Ix —x'[|* = [Ix][* ~

Alg. Lin. et Ana. de don. 215 /420

Méthodes de réduction de dimension Analyse générale : la décomposition en valeurs singuligres (SVD)

Approximer NO par un nuage dans un espace réduit

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Exemple illustratif :

On cherche dans RP une droite vectorielle (un sous-espace de
dimension 1) portée par un vecteur uj tel que lorsqu’on projette NO
sur cette droite, la variance est la plus grande possible.

Pour maximiser la variance du nuage projeté on voit qu'il faut
“déformer” au minimum le nuage de point.

Soit x’ le vecteur projeté de x € NO sur la droite portée par u;. On
peut formuler le probleme par moindres carrés ordinaires (MCO) :

min |x — x|

€RP
i xeNO

Alg. Lin. et Ana. de don. 214 /420

Méthodes de réduction de dimension Analyse générale : la décomposition en valeurs singuligres (SVD)

Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Les MCO permettent ici de maximiser la variance du nuage projeté.

» En effet, remarquons que dans
un espace Euclidien les
distances entre points ne sont
pas modifiées si I'on change
I'origine du repere :

On peut donc supposer que le repére est centré en le barycentre X. On
a donc X = 0. On voit également que X’ la projection de X sur uj est
en 0. Notons int,, (NO) I'inertie du nuage projeté sur uj, on a donc :

X|? < max, Z I1x'||2

max inty,, (NO) < max — E [ —
u; €ERP u1€RP N
xeNO

Alg. Lin. et Ana. de don. 216 / 420



Méthodes de réduction de dimension Analyse générale : la décomposition en valeurs singuligres (SVD)

Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

@ Par ailleurs, x’ le vecteur x projeté sur uy, est défini comme suit :

I _ <Xa U12> u;
[lua]]
e On remarquera que si on prend u; normée, cad |lui|| = |juz|?> =1, on

a x' = (x,u)uy et alors :

IXI? = (x,x)

((x,u1)uy, (x,u1)uy)

= (x,u;)?(ug,uy) (car linéarité de (., .))
(x,u1)? (car (ug,u;) =1)

= (x"up)?

= (x"up)"(x"uy) (car scalaires)

= u{xx'u
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

@ On remarquera que X' X est également une matrice de produits

scalaires. En effet, X = (xl xp) et donc :
(xH)’
XX = : (x1 ... xp) = ((xk)Txl)kJ:l’m’p
(X ) (xk x)

Définition. (Matrice de Gram)

Soit X1, ...,X, une famille de vecteurs d’un espace Euclidien IE. On appelle
matrice de Gram de {x1,...,x,}, notée K, la matrice carrée d'ordre n, de
terme général Kjj = (x;,x;),Vi,j=1,...,n.

Propriété. (Matrice de Gram)

Toute matrice de Gram est symétrique et semi-définie positive.
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

@ Prenons tous les vecteurs de NO = {xy,...,X;,...,Xp}. Les projetés
sur la droite engendrée par uy sont notés {x},...,x},...,x}}. Ona:
n n n
112 T, T T T T (xT
E |Ixill< = E u; X;X; Up = Uy E X;X; | u; =uy (X X) u;
i=1 i=1 i=1
o En effet X = (x{,...,x,}) et donc :
-
X1 n
XTX: (Xl X,,) = E X,'X,-T
x ! i=1

n

@ On obtient le probléeme d’optimisation contraint suivant :

n
max E x> < max  uf XTXu;
u;€RP P ui €RP:||ug ||2=1
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

@ Posons Q = XTX. Q est donc la matrice de Gram des vecteurs
{x},...,xK,... xP}. Le probleme d’'optimisation précédent devient
maxy, cre U Qup sous la contrainte (slc) |lug|?> = 1. Il s'agit donc de
trouver le vecteur normé qui maximise la forme quadratique Q.

@ En optimisation contrainte, pour déterminer une telle solution uj on
définit le lagrangien (ou fonction de Lagrange) noté /lag(ug, \) :

lag(u1, \) = u{ Qui — A(u{ ug — 1)

@ On cherche ensuite les solutions des conditions nécessaires du premier
ordre de lag (point ou le gradient de /ag s’annule) :

Olag
ou
8/ag 0 8/3 171
N g .
Viag(ui, \) = (g,‘;g) = <0> ol - = = ;
IA ! Olag
8U1’p
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

@ Le gradient par rapport a u; donne la condition suivante :

/
0% (1, A) =0 © 2Qui—2\u; =0
(9U1
< Qup = A\ug

& X"Xup = \uy

> La solution du probleme est un vecteur propre de X' X!
@ Lequel ? A partir des conditions précédentes on voit que :

X" Xu; = \u; = ulTXTXul = )\ulTul
= u; X"Xuy; = X (car le vecteur est choisi normé)
> La valeur de I'inertie du nuage projeté est égale a la valeur propre A!

Donc u] est le vect. propre normé de XTX associé a la plus grande
valeur propre.

—
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

> Ce résultat pour m = 1,2, se généralise jusqu'a s et pour déterminer
un sous-espace de dimension s < p qui maximise |'inertie du nuage
projeté on prendra comme base les s vecteurs propres normés de XX

associés aux s plus grande valeurs propres : {uy, ..., ug}.
> Les s premieres valeurs propres {1, ..., \s} sont resp. les mesures de
I'inertie du nuage projeté sur chacun des axes {ug,...,us}.

> Les coordonnées de x; sur la droite vectorielle u,, est donnée 3 par :

T

(Xj,um) = X; Uy = Proj,,,(x;)

> Plus généralement la représentation de tous les vecteurs dans |'espace
réduit de dimension s est donnée par :

F=XU

ot U= (u; ... uy).

3. Revoir slides 190 et 179 : pour déterminer les composantes d'un vecteur dans une base orthonormée, le changement de base
est équivalent a projeter orthogonalement ce vecteur sur chaque vecteur de la base orthonormée.
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Approximer NO par un nuage dans un espace réduit (suite)

@ On a trouvé un sous-espace de dimension 1 qui permet de représenter
le nuage NO en cherchant a conserver au mieux |'information.

@ Comment trouver un sous-espace de dimension 27

@ On construit incrémentalement : on cherche un deuxieme vecteur
uy € RP tel que |Juz|| =1 et up L uy et qui permet de conserver au
mieux |'information (cad I'inertie).

@ Comme précédemment, on montre que u3 est le vecteur propre normé
de XX associé a la seconde plus grande valeur propre. En effet, on
a vu slide 192 que les espaces propres d'une matrice carrée symétrique
réelle sont orthogonaux entre eux !
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Approximer NA par un nuage dans un espace réduit

@ Rappel : a la table X on lui associe deux nuages de points NO et
NA = {x!,...,xP} dont les vecteurs sont représentés dans R".

@ Les développements précédents permettent de déterminer de facon
similaire* un sous-espace de dimension réduite (s < n) pour
représenter NA de fagcon optimale.

> La base du sous-espace notée {v!,... v®} consiste en les s vecteurs
propres normés de XX ' associés aux plus grandes valeurs propres
{A1,...,As} (les mémes que précédemment! cf plus loin) et qui sont
aussi les mesures de I'inertie du nuage projeté sur chacun des axes.

> Les coordonnées de x* sur la droite vectorielle v™ est donnée par
(xk,v™) = (x¥)Tv™ et plus généralement la représentation de tous les
vecteurs dans |'espace réduit de dimension s est donnée par :

G=X'V
ouV=_(! ... v9).
4. On transpose la matrice X et ce sont les variables qui deviennent les vecteurs a I'étude.
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Dualité entre I'analyse de NO et celle de NA

o L'analyse de NO revient a diagonaliser X" X d’ordre p tandis que
I'analyse de NA revient 3 diagonaliser XX d’ordre n. La symétrie de
ces deux analyses fait que nous avons des propriétés particulieres.

@ Les valeurs propres non nulles de X" X et XX sont les mémes!

@ Les bases des sous-espaces réduits sont liées entre elles par les
formules de dualité. Notons A, la m-eme plus grande valeur propre
de XX T et v™ le vecteur propre associé, on a :

XXTv™ =\, v™ = XTXX'v7 =)\, X v"

> X'v™ et uy,, le vecteur propre normé de XX associé a \p,, sont
proportionnels. Pour satisfaire aux contraintes de normes unitaires on
voit que (relations de dualité) :

XTym 1 o+ Xu 1
u, = = X'V et v" = T = Xu
X VA, Xuml| VA7
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Réduction de dimension et approximation de matrices
rectangulaires (suite)

@ Nous avons également mis en évidence les liens entre |'analyse de NO
et celle de NA au travers des relations de dualité. Nous allons aller
plus loin et mettre en relation cette notion de dualité et un résultat
fondamental en algebre linéaire qui est la décomposition en valeurs
singulieres des matrices rectangulaires conduisant a leurs
factorisations par des matrices de faible rang. Cette décomposition est
optimale au sens d'un critere des MCO mais dans |'espace Euclidien
des matrices avec comme métrique le produit scalaire de Frobenius
(cf slide 185) ! La SVD résout ainsi également un probleme
d’approximation et ceci est formalisé par le théoreme d’Eckart-Young.
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Réduction de dimension et approximation de matrices
rectangulaires

@ Nous avons formalisé le probleme de réduction de dimension (trouver
un sous-espace de dimension faible) par le biais d'un probleme
d’'optimisation faisant intervenir le critere de moindres carrés
ordinaires (MCO, minimisation des normes des vecteurs erreurs ou
encore “somme des carrés des résidus”) qui est équivalent ici au
probléme de la maximisation de I'inertie du nuage que I'on projette
dans un sous-espace de dimension faible.

@ Les MCO formalisent un probleme d'approximation : pour NO par
exemple, on vise a approximer les vecteurs individus initiaux
{xi}i=1,..n de RP par des vecteurs {x}};=1, . appartenant a un
sous-espace vectoriel de dimension faible s < p et pour cela on
minimise la somme (ou de facon équivalente la moyenne) des
distances Euclidiennes au carré entre les x; et les x/.
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Factorisation de matrices : la SVD

Théoreme. (Décomposition en valeurs singulieres (SVD))

Soit A € M, ,(R) une matrice de réels de taille (n x p) et de rang?
rg(A) = r < min(n, p). Alors A peut étre factorisée de la fagon suivante :

A=UXV'

ou U e M, et Ve M, sont des matrices orthogonales®, et ¥ ¢ M p
est une matrice remplie de 0 sauf sur sa diagonale principale o,
Vi=1,...,r,ona:

i =o0;

Les {oj}i=1,. . r sont uniques et on supposera que o1 > 02 > ... > o, >0
(tri dans I'ordre décroissant).

a. cf slide 92.
b. UTU =1, et VTV = 1, cf slide 190.
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Factorisation de matrices : la décomposition en valeurs
singuliéres (suite)

o Les valeurs {o1,...,0,} sont appelées valeurs singuliéres de A.

@ Les colonnes de U sont appelées vecteurs singuliers a gauche de A
et les colonnes de V sont appelées vecteurs singuliers a droite de A.

> Les colonnes de U et les colonnes de V forment respectivement une
base orthonormée de R” et R ce qui implique que :

T T
UU=I, et V V=1,
> ou encore (définition équivalente de matrices orthogonales) :

U =U! e VI =V
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Liens entre vecteurs singuliers a gauche et a droite

@ Les développements précédents, indiquent des relations fortes entre la
décomposition spectrale de ATA et celle de AAT.

Les vect. propres de ATA sont V, les vect. singuliers 3 droite de A.
Les vect. propres de AAT sont U, les vect. singuliers 3 gauche de A.
@ Nous avons la relation de dualité suivante, Vi =1,...,r:

(AATu; = c?u)) A (ATAV = o2vi) = (

ATU,'

: Av’
=V IA(— = u;
p v') (a; u;)

En effet, nous avons la méme démonstration que précédemment :

AATu; = c%u; = ATAA Y, = oA y;
= A'uj est vecteur propre de AT A associé 3 0,~2
e Ensuite, v/ doit étre normé (par définition). On a
[ATui]|? = (ATu;,ATu;) = u/ AATu; = 62 d'ott LATu; =v'.
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Détermination des éléments singuliers

@ Remarquons que si A=UXVT alors AT =VXTUT et on infere :
ATA=ATUZVT
=vz'znv'
= VAV

ol A est diagonale de taille (p x p) avec Aj = 0% Vi=1,...,r (et
ANi=0,Vi=r+1,...,psir<p).

> Les valeurs singulieres de A et les vecteurs singuliers a droite (cad les
colonnes de V) sont resp. les racines carrés des valeurs propres et les
vecteurs propres de ATA.

> Similairement, on montre que les valeurs singulieres de A et les
vecteurs singuliers a gauche (cad les colonnes de U) sont resp. les
racines carrés des valeurs propres et les vecteurs propres de AAT .

@ Les valeurs propres de AAT et AT A sont les mémes mais, leurs
vecteurs propres respectifs sont distincts en général.
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Approximation matricielle de faible rang

@ Nous venons de faire le parallélisme entre la dualité en ADD et les
résultats en AL concernant la SVD.

@ Nous avons vu que les valeurs singulieres de la matrice X pouvait
s'interpréter en terme de maximisation de la forme quadratique XX
slc de norme unitaire (cf slide 218).

@ Nous voyons un autre résultat important qui nous éclaire encore
davantage sur le bien fondé des méthodes de réduction de dimension.

@ On raisonne dans |'espace vectoriel M, , (cad I'ensemble des matrices
de taille (n x p)). On munit de cet espace le produit scalaire de
Frobenius (cf slide 185) qui donne la distance Euclidienne suivante :

n p
IA=Bllr=|> > (aj— b;)?

i=1 j=1
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Théoreme d’'Eckart-Young

@ On souhaite approximer au sens de |.||r, une matrice A par une
matrice A, slc que A soit de rang plus petit qu'un entier donné s.
Formellement on a :

min JA-Alr
Ac M, p:rg(A)<s

Théoreme. (Théoreme d’'Eckart-Young)
La solution du probléme précédent est donnée par la SVD de A.

@ Plus précisement définissons A comme suit :
S
A= Z Tmm(v™) T
m=1

> A ainsi définie est la matrice de rang s qui soit la meilleure
approximation de A au sens de ||.||r.
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Exemple

@ Prenons |'exemple suivant :

1100 2 20
A=(1100|=AAT=(2 20
0 011 0 0 2
o rg(A)=r=2.
001:2,02:\/5,03:0.
o u; =(1,1,0)/v2, up = (0,0,1), us = (—1,1,0)/v2.
o vl = (1,1,0,0)/v2, v = (0,0,1,1)/v2, v3 = (~1,1,0,0)/v/2.
o Calculez la meilleure approximation de rang 1 :
5 1 1100
2ui(v)' =—=—=[1](1 1 00)=[1100
V2v2 0 0 0 0O
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[llustration

A

+ o097 +o,

ux uz u,

@ Rappelons que :
» r=rg(A), on a donc r valeurs singuliéres non nulles.
> 012022...20,
> les vecteurs singuliers ug,...,u, et vl ... v" sont normés.
e oiug(vt)T = meilleure approximation de rang 1,
o o1us(vl)" + ooun(v?)T = meilleure approximation de rang 2,
° ...
r T _
o S Tmtin(v™)T = Al
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Qualité de I'approximation

@ Supposons que A soit une approximation de rang s de A.
@ On peut mesurer la qualité de I’'approximation par la quantité :
A2
AR
s — 2
1Al

@ En utilisant la SVD ona A =3 . gum(v™) 7 et il vient :

n 1% n P s
IAIE =22 & =2 > > omtniy")
i=1 j=1 i=1 j=1 m=1
P

=Y aO>_u O (v
m=1 i=1 j=1
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Qualité de I'approximation (suite) Rappel du Sommaire

o Comme de plus A=>"" _ opum,(v™) T, on a donc
|Al|2 =" _, 02, et par conséquent :

S 02 © Méthodes de réduction de dimension
r 2
Zm:l Um

o Autrement dit, la qualité de I'approximation de A par A peut étre
mesurée par les valeurs singulieres de A.

e Clairement 75 € [0,1] et elle peut &tre interprétée tel un pourcentage
de reconstitution.

> En ADD, o2 le carré de la m-&me plus grande valeur singuliere de X :

7—5:

@ Analyse en composantes principales (ACP)

» correspond 3 A\, la m-eme plus grande valeur propre de XTX et XX T,
» est I'inertie des nuages projetés sur les vecteurs propres de X X et
XXT associés a \p,.

e Calculez 71 pour I'exemple précédent. On trouve 73 = 4/6 = 2/3.
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Données traitées par I'ACP et notations Données traitées par I'ACP et notations

@ Chaque ligne de T est un ensemble de p nombres réels. C'est ce

@ L'ACP traite des tables de données dont les variables sont , o
qu'on appellera un vecteur individu :

quantitatives continues.
@ On suppose n individus {t1,...,t;,...,t,} ou t; € RP. ti = (tin, .-, tiky- -+ tip)
@ On suppose p variables {t!,... tK ... tP} ol tk € R".

o Ces données se retrouvent dans la matrice T de taille (n x p) : @ Chaque colonne de T est un ensemble de n nombres réels. C'est ce

qu’'on appellera un vecteur variable :

tt ...tk P ty
t; :
: : th = | tu
T=¢t | ... ... tig :
Lok
t,

@ Dans la suite, par abus de langage, on parlera du vecteur t; et de
ouVi=1,....mVk=1,...,p: tix € R. I'individu i de facon équivalente. Il en va de méme pour le vecteur t¥

et la variable k.
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Proximité et nuage des individus

L'ensemble des individus (appelés également objets) sera noté O.
@ Pour mesurer la proximité entre deux individus i et j on utilise (le
carré de) la distance Euclidienne notée d°(t;, t;) :

p
d*(ti ;) = > (i — tix)?
k=1

@ Les individus O sont représentés dans |'espace RP dont les dimensions
sont les variables (t!, ..., tP).

@ L'ensemble de ces n points forme le nuage des individus noté NO.

@ On s'intéresse dans cet espace aux relations de “proximité” entre
individus (qui se ressemblent (cad proches) ? qui sont différents (cad

éloignés) 7).

—
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Proximité et nuage des variables (suite)

e On centre et on réduit la variable t* puis on divise par \/n et on
obtient la variable x* dont le terme général est donné par :

Xik =

@ On s'intéresse aux relations de “proximité” entre variables et on
utilise ici le coefficient de corrélation (empirique) donné par :

H(tk t) = z_n; (t,’/;k—\/f_:k> <t,-;/;{%n/>

) / /

Xik Xil

> Remarques sur le coefficient de corrélation :
» r(th, t') est le produit scalaire entre les vecteurs x et x' :
r(th t)) = (xk xy =370 xixi.
> Vk:r(th tk) = (xk,xk) = ||xk||? = 1, donc tous les vecteurs x* sont de
norme unitaire et ils appartiennent tous a une hypersphére de rayon 1.
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Proximité et nuage des variables

@ L'ensemble des variables (appelés également attributs) sera noté A.

@ L'ensemble des p points t!, ..., tP forme le nuage des variables noté
NA appartenant a I'espace R” dont les dimensions sont cette fois-ci
les individus (ti,...,t,).

@ Pour mesurer la liaison entre deux variables k et / on utilise le
coefficient de corrélation noté r(t* t').

e Etant donné une variable t¥, on introduit au préalable, sa moyenne
empirique et sa variance empirique notées my (cad fk) et s2 :

1 n
my = - Z Lik
i=1
1 n
sk = - > (tie — mie)?
i=1

@ Le vecteur m = (my,..., mp) est appelé barycentre de NO.
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Hypersphere et coefficient de corrélation

o lllustrations dans R2 du coefficient de corrélation entre t¥ et t’ :

X2
A tk - mk]-n
-y
X0kl — — — .Xk.‘
|
b X1
0 v K
")S_I
atl — m1,

@ Une fois les variables réduites et divisées par \/n, on obtient les x* qui
appartiennent au cercle de centre 0 et de rayon 1.

o r(tk t/) est égale au cosinus de 6, I'angle formé par (x*,x/). Il est
aussi égale au produit scalaire entre ces vecteurs.

@ Remarquons aussi que r(tX, t') = r(tk — me1,,t/ — mi1,) = r(x¥,x')
ou 1, est le vecteur rempli de 1 et de dimension n.
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Objectifs

> Etant donné la matrice T de dimension p (on suppose p > 3), on
s'intéresse aux relations de proximité entre individus d’une part et
entre variables d’autre part. En d'autres termes on cherche a définir
une typologie des ces entités respectives.

@ Cette mise en lumiére est réalisée par le biais de graphiques
représentant respectivement les nuages d'individus et de variables
dans des sous-espaces a 2 dimensions et dans lesquels les relations
de proximités initiales sont respectées au mieux.

> Raisonnons par exemple sur le nuage des individus. Le but est de
représenter le nuage de points appartenant a un grand espace a p
dimensions dans un espace plus petit, de sorte a ce que les individus
proches dans |'espace initiale le reste dans |'espace réduit autant se
faire que peut.

> Pour définir cet espace de faible dimension, on va déterminer des
nouvelles variables qui “synthétise” les variables initiales et qui

préservent au mieux la variabilité du nuage des individus.
. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Transformation des données et ACP normée

@ Nous supposons désormais que la matrice des données est celle des
variables centrées, réduites et divisée par \/n (comme décrit
précédemment).

@ Nous noterons X cette matrice que nous utiliserons donc désormais :

x1 .. oxk .. xP
X1
X = x; Xik
Xn

@ Autrement dit, dans I'approche classique de I'ACP normée, la
premiere étape consiste a transformer T en X.
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Idées principales de la méthode

> Ces nouvelles variables sont des vecteurs de R" appelées
composantes principales. Les composantes principales sont en fait
les coordonnées des points du nuage lorsqu'ils sont projetés sur des
vecteurs appelés axes factoriels ou principaux®.

> Une composante principale est un vecteur de R” obtenu par une
combinaison linéaire des variables initiales A. Les coefficients de
ces combinaisons linéaires sont les coefficients de corrélation entre la
composante principale et les différentes variables initiales.

> L'étude de ces coefficients permet d’associer a toute composante
principale un groupe de variables initiales qui lui est associé.

> Préserver au mieux la variabilité du nuage des individus revient a
déterminer dans RP un axe factoriel qui est tel que lorsqu’on projette
les vecteurs individus sur celui-ci la variance reste forte.

5. La terminologie “axes principaux” est souvent utilisée pour faire référence au sev de NO. Le terme “axes factoriels” est plus
général.
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Transformation des données et ACP normée (suite)

@ Dans la suite, les vecteurs représentants les individus seront donc

notés x; et les vecteurs représentants les variables seront notés xX.
@ Les propriétés de X sont alors les suivantes, Vk=1,...,p:
n n
E Xk =0 et E (X,'k)2 =1
i=1 i=1

@ Remarques :

» m le barycentre de NO calculé dans le repeére initial devient I'origine du
repere du nouvel espace affine. L'opération de centrage agit telle une
translation de NO de I'origine initiale au barycentre.

» Comme déja fait remarquer, il est intéressant de noter que le centrage
ne change pas les distances Euclidiennes entre individus.

» Apres réduction les variables appartiennent a une hypersphére.

En pratique, la réduction permet aux variables de s’affranchir de leurs
unités de mesure ce qui rend |'analyse plus robuste face aux biais
associés aux différences d'échelles. On parle d’ACP normée.
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Variance ou inertie du nuage des individus

@ La notion de variance de nuage de points est centrale puisque c'est la
quantité que nous cherchons a préserver.

@ Dans le repeére initial des variables A, le nuage NO a une inertie
totale définie par :

. 1 1¢ _
int(NO) = 55 DY dPxix) = - > d*(xi,%)
' i—1

@ L'information contenue dans NO est mesurée par I'inertie qui indique,
en moyenne, de combien s'éloignent les points du barycentre.

@ Si l'inertie est faible alors les points sont en moyenne trés proche du
barycentre ce qui est peu informatif. Si I'inertie est grande, c'est donc
qu'il y a plein de disparités entre les individus. Le but alors est
d’'appréhender cette information de facon synthétique.

—
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Ajustement du nuage des individus

@ Pour déterminer en pratique ces sous-espaces, on cherche une suite
de s directions privilégiées (s < p) dans RP notées uj, uy, ..., us
qui permettent de maximiser l'inertie du nuage projeté.

e Ce sont en fait s vecteurs de RP appelés axes factoriels (ou
principaux) qui ont les propriétés suivantes :

> u; est le sous-espace de dimension 1 qui maximise |'inertie du nuage
projeté.

» u; est orthogonal a u; et le plan engendré par {uy,u,} est I'espace de
dimension 2 qui maximise I'inertie du nuage projeté.

» uj3 est orthogonal 3 u;y et uy et le sous-espace engendré par {uy, up, uz}
est I'espace de dimension 3 qui maximise I'inertie du nuage projeté.

>

@ Les vecteurs ug, up, ..., us sont donc orthogonaux entre eux et
permettent de maximiser |'inertie des points images lorsque |'on
projette le nuage NO.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 251 /420

Méthodes de réduction de dimension Analyse en composantes principales (ACP)

Variance ou inertie du nuage des individus

@ Du fait du centrage, le barycentre devient I'origine du nouveau repére
on montre que dans ce repére affine :

, 1 o 1o
int(NO) = - Z d*(x;,0) = = Z I
i=1 i=1

@ Donc dans I'espace affine de RP dont I'origine est le barycentre,
I'inertie est la moyenne pondérée des normes des vecteurs des
individus.

> L'objectif est de déterminer des sous-espaces de sorte a ce que la
projection des x; dans ceux-ci conservent au mieux l'inertie.
Autrement dit, on souhaite que I'image de NO dans ce sous-espace
soit le moins déformé possible.
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[llustration du plan factoriel
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Détermination des axes factoriels (ou principaux)

> On montre que (cf partie sur la SVD) les vecteurs uy, ..., us peuvent
étre obtenus en diagonalisant la matrice des coefficients de
corrélation que |'on notera par C et qui est de taille (p x p).

> En utilisant la matrice de données centrées-réduites X, on a :

C=X'X

ott X' est la transposée de X
@ De facon explicite, nous avons le terme général de C, Vk,/ :

n
Ck/ = ZX,'kX,'/ (Cf slide 243)
i=1

> Pour tout m=1,...,s, u, est le vecteur propre associé a \,, la
m-eéme plus grande valeur propre de C.

—
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Propriétés du vecteur des composantes des individus f™

>> Les facteurs f" sont des vecteurs de R” obtenus a partir de
combinaisons linéaires des variables initiales xX. On les appelle les
composantes principales.

@ Puisque NO est centré selon son propre barycentre, les moyennes des
f™ sont nulles, Vm=1,...,s:

@ On montre également que les variances de f™ ont des valeurs bien
particulieres, Vm=1,...,s:

1, o2 Am
;;(fi ) =

> Autrement dit, la variance du nuage projeté sur u,, est égal (a un
facteur 1/n prés) a la valeur propre associée a u, !
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Coordonnées des individus sur les axes factoriels

> L'axe factoriel u,, est un vecteur de RP et on supposera par la suite
qu'il est normé (cad (upm,upy,) =1).

@ Projeter NO sur u,,, c'est déterminer les coordonnées des individus x;
sur ce vecteur.

@ On obtient ces coordonnées en projetant orthogonalement les x; sur
u,. Notons f le vecteur de taille n comportant les composantes des
individus sur I'axe u,,. On montre que :

f™ = Xup,

@ De facon explicite on a pour tout individu i :

p
f;'m - <X,', um> — inkum,k
k=1

ol £ est le i-eme terme de ' et up, 4 est le k-eme terme de u,.

—
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Ajustement du nuage des variables

@ Pour ajuster le nuage des variables NA, la démarche est la méme a
cela pres que les points sont les x et que I'espace considéré est R”.

o La distance Euclidienne entre les variables fait intervenir les
coefficients de corrélation :

d?(x*,x1) = (x*,x}) + (x Xy — 20K x!) = 2(1 — r(x¥,x"))

@ Remarques :
» Cette distance ne se fait pas par rapport au barycentre dans R” de NA
puisqu'on a centré les données par rapport au barycentre dans RP de
NQ. Les deux nuages n'ont donc pas la méme origine.

o
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Détermination des axes factoriels

> La méthode est similaire : on détermine une suite de s directions
privilégiées (s < n) dans R” notées v!,v2, ... v° telles que la
projection du nuage NA conserve au mieux l'inertie de NA.

> On montre que (cf partie sur la SVD) les v!,... v® peuvent &tre
obtenues en diagonalisant la matrice des produits scalaires entre
individus que |'on notera par K et qui est de taille (n x n) :

K=XXT

@ Le terme général de K est , Vi, :

p
Kj = E XikXjk
k=1

> Pour tout m=1,... s, v"" est le vecteur propre associé a la
m-éme plus grande valeur propre de K.
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Propriétés du vecteur des composantes des variables g,

> On a la relation suivante qui fait le lien entre les résultats issus de
I'analyse de NQO et ceux issus de I'analyse de NA, Vm=1,...,s:
1 1
m m
Vv g —Xum = —f
VAm VAm
> v™ est donc proportionnel a la composante principale f™ !,
> On montre par ailleurs que :
k k k
Emk = <X 7Vm> = <X 7\/T—mfm> = I‘(X 7Vm)
m __ m Am 1 em m
En effet, Y. f™ =0 et la var. de f vaut <, donc ﬁf est f
centrée réduite et divisée par \/n d'oli (x¥, %f’") = r(xk,v™). De

plus, r(a,ab) = r(a,b),Va > 0. Comme 1/4/n > 0, on a donc aussi :
gm,k = r(xkafm)

> La coordonnée de la projection de la variable x¥ sur I'axe factoriel v™

est donc aussi le coefficient de corrélation entre x¥ et le facteur f™.
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Coordonnées des variables sur les axes factoriels

@ v est un vecteur de R” et on supposera par la suite qu'il est normé
(cad (v7™,v™) =1).

@ Projeter NA sur v, c’est déterminer les coordonnées des variables x
sur ce vecteur.

@ On obtient ces coordonnées en projetant orthogonalement les x¥ sur
v™. Notons g, le vecteur de taille p comportant les composantes des
variables sur I'axe v™. On montre que :

k

gm = XTvm

@ De facon explicite on a pour toute variable k :
n
k
Bmi = (XK v = v
i=1

ol gm k est le k-eme terme de g, et v/ est le i-eme terme de v™.

—
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Propriétés du vecteur des composantes des variables g,
(suite)
> En fait, on peut également montrer que les vecteurs v!, ..., v® sont
des vecteurs de R” qui sont mutuellement orthogonaux et qui
permettent de maximiser les sommes suivantes, Vm=1,...,s:
P
Z r?(xk,v™)
k=1
@ Les éléments de g,,, étant des coefficients de corrélations, nous avons,
Vk=1,....,m:

’gm,k’ § 1

e Autrement dit, la projection d'une variable x sur un vecteur v™ est
bornée entre —1 et 1. Ainsi, les projections des variables dans les
sous-espaces engendrés par les vecteurs v sont a |'intérieur des
hyperspheres de rayon 1. Lorsque I'on projette les vecteurs dans un

sev de dimension 2 on parle alors de cercle de corrélations.
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Dualité individus-variables

@ Précédemment nous avons donné des relations faisant le lien entre
I’analyse de I'espace des individus et celle de I'espace des
variables. Nous donnons ici quelques autres points importants.

@ Tout d'abord, I'inertie de NO et celle de NA sont les mémes!

1~
int(NO) = int(NA) = — x,-kzzpn
(NO) (NA) = — Z;k;( ) =r/
@ La projection de chacun des deux nuages sur une suite d'axes
factoriels correspond a une décomposition de cette inertie totale.
> L'inertie du nuage NO projeté sur u, est noté int,, (NO) et on a :

int,, (NO) = intym(NA) = A\, /n (cad la valeur propre associée /n!)

> La somme des valeurs propres donne l'inertie totale!
P
int(NO) = int(NA) = Y " Ae/n
k=1
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Représentations graphiques

@ Pour les individus, nous prenons le repere affine centré en le
barycentre m (qui est un point de RP) et les axes factoriels uy, ..., us
qui forment une base orthonormale de R® (vu ici comme un
sous-espace de RP). Dans cet espace affine, les individus ont comme

coordonnées les composantes principales f!, ... f°.
@ Pour les variables, nous prenons le repere affine centré en |'origine de
R" (contrairement aux individus) et les axes factoriels v!,...,v* qui

forment aussi une base orthonormale de R® (vu ici comme un
sous-espace de R"). Les variables dans cet espace sont les points
ayant pour coordonnées les composantes des facteurs g1, ..., gs.

@ Comme I'analyse de NA est basée sur les angles et les corrélations
entre vecteurs variables, on représente généralement ces points par
des vecteurs (cad des fleches). Aussi, comme ces points sont dans une
hypersphere, on représente sur un plan factoriel le cercle de rayon
unitaire : le cercle des corrélations.
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Dualité individus-variables (suite)

@ Nous avons exposé précédemment la relation suivante :

1

v = —f™

VAm

@ Mais nous avons également la relation symétrique :

1
AR

@ On voit que (cf également partie sur la SVD) I'analyse de NO et celle
de NA sont symétriques. Les relations précédentes sont des formules
de transition permettant de passer des résultats de I'analyse d'un
espace a ceux de 'autre (3 un facteur 1/y/\,, multiplicatif prés).

@ Cette dualité a un premier intérét pratique important : il n'est pas
nécessaire de faire deux diagonalisations mais une seule! Si p < n
(cas le plus courant) on choisira donc de diagonaliser C.
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Représentations graphiques

up v2
A A
.. 1. 3
. l <% %L
.« o ® o | oo o 1
- —s » u; : » Vv
e e om- e® o e .“'_.‘x3 X4

Plan factoriel (ou cercle des

Plan factoriel (ug,uz) de NO.
corrélations) (v!,v?) de NA.
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Représentations graphiques

> Les formules de transition permettent une interprétation jointe des
résultats des analyses des deux nuages. Cet aspect est un atout des
méthodes factorielles souvent exploité dans divers domaines.

@ Exemple d'interprétation : si un individu / a une forte valeur positive
M et que la composante principale f est fortement corrélée a un
groupe de variables x¥ qui sont celles ayant des valeurs &m,k (cad
r(x¥, ™)) proches de 1, alors on peut dire que I'individu i est
caractérisé par ce groupe de variables. De plus, les individus j proches
de i sur I'axe up, (cad £ ~ £™) sont donc de type similaire.

o |l faut cependant faire attention a la superposition des deux
graphiques présentés précédemment :

» Ces deux représentations n'ont pas la méme origine et on ne peut donc
pas faire correspondre m (dans RP) et 0 (I'origine initiale de R").

» De plus, les distances entre les points individus d'un c6té et les points
variables de 'autre n'auraient pas de sens.

—
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Choix du nombre d'axes (suite)

o Les regles empiriques consistent a observer I'allure de la séquence
des valeurs propres A\, rangées dans |'ordre décroissant.

e La regle de Cattell : on cherche des ruptures (ou discontinuités ou
“coudes” ) dans I “histogramme” de décroissance des valeurs propres.
On interprete une rupture comme un “changement structurel” (cad
non aléatoire) dans |'espace réduit qui justifierait le choix de s. A
contrario, |'absence de rupture et d'une décroissance lente et réguliere
des valeurs propres indiquent un nuage de points relativement
sphérique et laisse présager un faible intérét des axes factoriels.

o La régle de Kaiser : on retient uniquement les axes dont les valeurs
propres sont supérieures a 1. En effet, on montre que la moyenne des
valeurs propres vaut 1, ainsi on sélectionne les axes dont |'inertie est
au-dessus de la moyenne (donc les plus informatifs). Attention! c'est
une régle simple mais qui peut-étre mis en défaut dans plusieurs cas
notamment lorsqu’on observe un effet taille important (cf plus loin).
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Choix du nombre d'axes

@ Une question pratique importante est le choix du nombre d’'axes a

retenir cad la valeur de s.
o |l existe plusieurs approches :

» des regles empiriques (critéres de Catell et de Kaiser, ...),

» des procédures de validation externe (connaissances expertes et
externes aux données, ...),

» des critéres statistiques basés sur les propriétés des valeurs propres
(intervalles de confiance d'Anderson, ...),

» des méthodes statistiques pour I'étude de la stabilité des axes
(rééchantillonage, bootstrap, ...)

@ Nous discuterons brievement des regles empiriques.
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Exemple d'histogramme de décroissance des valeurs
propres

Histogramme des valeurs propres

valeurs propres

10 15 2'0 2’5 3.0

o
[=)
o
o

Valeur numérique

@ Il y a une rupture ou un “coude” aprés la 4eéme valeur propre.
@ En rouge sont les valeurs propres supérieures a 1.
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L’'effet taille

@ Si les variables sont toutes corrélées positivement alors le nuage NA
est loin de I'origine de R" et le premier axe factoriel traduit cette
information.

@ Dans ce cas, les variables sont mal représentées dans |'espace réduit :
elles se projettent a peu prés toutes au méme endroit sur le premier
axe factoriel.
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Aide a l'interprétation a partir des données actives

@ L'ACP aboutit a des approximations de nuages de points dans des
espaces réduits. Nous avons des outils permettant d'apprécier la
qualité de ces approximations.

@ Ces outils sont aussi utilisés pour interpréter les résultats d’'une ACP.

@ Nous avons les quantités suivantes :

» Qualité de la représentation d’un élément sur un axe.
» Qualité de la représentation d’un nuage sur un axe.
» Contribution d’un élément a la définition d'un axe.
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L'effet taille (suite)

@ C'est I'effet taille et il se produit lorsqu'une partie des individus a de
faibles valeurs pour toutes les variables tandis qu'un autre groupe a
de fortes valeurs pour toutes les variables.

@ On a alors un premier axe principal qui oppose ces deux groupes et
dont la valeur propre associée est trés forte en comparaison des autres.

@ Avec un effet taille important, il est probable que les autres axes

factoriels aient des valeurs propres associées en dessous de 1. Dans ce
cas la regle de Kaiser n'est pas bonne. En effet, malgré I'effet taille il
est intéressant d'aller observer les autres axes factoriels qui traduisent
d'autres types d'information sur la typologie des données.
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Aide a l'interprétation de la représentation de NO

270 / 420

o La qualité de la représentation de l'individu / sur I'axe u,, est
I'inertie de la projection de i sur u,, divisée par |'inertie totale de i.
Cette valeur égale aussi le (carré du) cosinus de I'angle formé entre le
vecteur de la projection de x; sur u,, et le vecteur x; :

dlty,, (xi) = (£7)%/ D (xi)
k=1

o La qualité de la représentation de NO sur I'axe u,, est I'inertie du
nuage projeté (qui vaut Ap,/n) sur I'inertie totale du nuage (qui vaut

p/n)

@ La contribution de l'individu / a I’axe u,, est l'inertie de la

qltum(N(O)) = Am/p

projection de i sur u,, divisée par |'inertie du nuage projeté sur u, :

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

ctry,, (x;) = (fim)2/)‘m

Alg. Lin. et Ana. de don.

272 / 420



Méthodes de réduction de dimension Analyse en composantes principales (ACP) Méthodes de réduction de dimension Analyse en composantes principales (ACP)

Aide a l'interprétation de la représentation de NA Ajouts de nouveaux éléments
@ En ce qui concerne les variables, nous avons déja vu des éléments
d'interprétations. @ La matrice de données X de taille (n x p) a partir de laquelle on
o Le vecteur g, contient les coordonnées des x* sur v qui sont des extrait le sous-espace de dimension réduite contient les éléments
coefficients de corrélation. En effet, rappelons que : (individus et variables) actifs.

@ Au-dela de ces éléments, on peut projeter a posteriori d'autres

k ,m
Bmk = r(x,v") Y L o e
éléments dans ces sous-espaces réduits. Ces éléments (individus ou

@ Ainsi, graphiquement, on voit que les variables fortement corrélés variables) sont dits supplémentaires ou illustratifs.
(positivement ou négativement) a un axe sont celles qui contribuent @ Ces éléments supplémentaires peuvent avoir un intérét en termes
N L e £ \m - £ ,- , . y- y . ;.
le plus a la définition de cet axe. Etant donné v™, on s'intéresse donc d'interprétations lorsqu'il s'agira de caractériser les vecteurs des
aux variables ayant les plus fortes coordonnées sur cet axe. bases® des sous-espaces réduits (cf ci-apres).
@ Sachant que f" = \/A,v" et que gmk = r(Xk,fm) également, on @ Pour formaliser la projection des éléments supplémentaires dans les
interprétera la composante principale f en fonction des groupements sous-espaces réduits, on introduit les matrices suivantes :
des variables ayant une coordonnée forte sur v. » X, de taille (ny x p) des individus supplémentaires.
@ Attention! Il faut en revanche éviter d'interpréter les proximités entre > X* de taille (n x p™) des variables supplémentaires.
variables qui ne sont pas proches du cercle des corrélations (cad celles
qui sont proches du centre 0). 6. On parlera plutot daxes.
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Ajouts de nouveaux éléments (suite) Aide a l'interprétation a partir de données supplémentaires

@ Précédemment, nous avons exploité les données de la matrice X afin
d'interpréter les axes et de définir des indicateurs de qualité des

X+ nuages projetés. |l est possible d'utiliser des données supplémentaires
afin d’affiner I'interprétation des sorties d'une ACP.

@ On peut vouloir que certains individus ne soient pas pris en compte
pour la détermination des axes principaux. On souhaite plutot projeter
ces individus supplémentaires (ou illustratifs) a posteriori (cad une
fois les axes déterminés). Leurs positionnements par rapport aux
individus actifs (cad ceux ayant contribués a la détermination des
axes) peuvent avoir un intérét pour I'analyse.

Fr=X,U @ De méme, on peut projeter a posteriori des variables continues

supplémentaires (ou illustratives) sur le cercle des corrélations. On

@ lllustration des matrices X, X, et X* :

X
@ La représentation des ind. supplémentaires dans |'espace réduit de RP
engendré par (les colonnes de) U = (u; ... us) est donnée par :

@ La représentation des var. supplémentaires dans I'espace réduit de R”

engendré par (les colonnes de) V = (Vl ... v®) est donnée par : peu.t alors V|suaI.|se.r les corrélations entre d un c‘ote les variables
actives, axes principaux (ou composantes pr|nC|paIes) et de I'autre
T Ay 2 . ) .
G, =(X")'V cOté, les variables supplémentaires.
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Individus supplémentaires

@ Les individus supplémentaires peuvent étre des objets présentant un
caractere exceptionnel (dont la prise en compte péserait trop
lourdement pour la détermination des axes en comparaison des
autres), des objets comportant des erreurs de mesures ou des objets
extérieurs a |'étude mais appartenant a un domaine voisin, ...

e Soit T une matrice de taille (n; x p) de terme général t j, dont
les lignes sont n4 vecteurs de RP représentants des individus
supplémentaires dans I'espace engendré par A.

@ Pour positionner ces individus dans I'espace réduit, comme pour les
individus actifs, on commence par centrer, réduire et diviser par v/n la
matrice T4. On obtient X de terme général :

oll my et s, sont les moyennes et écart-types de x¥ (cad calculés a
partir des n individus actifs).
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Variables continues supplémentaires

e Soit T+ une matrice de taille (n x pT) de terme général t;f, dont les
colonnes sont p* vecteurs de R” représentants des variables
supplémentaires dans |'espace engendré par Q.

@ On centre, réduit et divise par \/n les éléments de T mais
contrairement aux individus, on utilise comme moyennes et
écart-types ceux des nouvelles variables. Soit t™ un vecteur
colonne de T™ on a donc :

n

1 . 2 1 2
mp =t et (50 =20 (t—my)
i=1 i=1

@ On calcule ensuite la matrice X* de terme général :

+ +
o Lk = M
ik — +
s /n
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Individus supplémentaires (suite)

o Afin de déterminer les coordonnées des individus supplémentaires on
les projette sur les différents axes factoriels uq, ..., us.

> Ainsi, les composantes principales des n4 individus supplémentaires
sur I'axe u,, sont données par :

er,m = X+Um
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Variables continues supplémentaires (suite)

@ Afin de déterminer les coordonnées des variables supplémentaires on
les projette sur les différents axes factoriels vi,. .., v®.
> Ainsi, les coordonnées des p™ variables continues supplémentaires sur

I'axe v'™ sont données par :
grm = (XT) w7

® g4 mk est le coefficient de corrélation entre xTk et I'axe factoriel v'.
Ainsi, la projection des variables illustratives sont également a
I'intérieur d’hyperspheres de rayon 1.
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Variables qualitatives nominales supplémentaires

@ En pratique, il est souvent utile de projeter a posteriori des
variables nominales illustratives.

@ Ceci permet d’avoir une analyse plus riche et une interprétation plus
fine des résultats.

@ En revanche, il s’agit d’un type de variable différent de celui utilisé
pour la détermination des axes donc les transformations précédentes
ne sont pas valables.

@ Soit g une variable nominale ayant p; modalités. Par exemple si la
variable nominale est le genre alors il a p; = 2 modalités et q est un
vecteur discret de taille n dont les éléments sont soit “F" soit “M".

> Pour représenter une variable nominale, on raisonne dans RP :

» On va calculer les barycentres de chaque groupe d’'individus
correspondant a une modalité.

» On projette ces pq barycentres sur I'espace réduit engendré par
uj,...,us (cad comme si on projetait des individus supplémentaires).

—

Méthodes de réduction de dimension Analyse générale : extension a des métriques et poids quelconques

Rappel du Sommaire

© Méthodes de réduction de dimension

@ Analyse générale : extension a des métriques et poids quelconques
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Variables qualitatives nominales supplémentaires (suite)

@ Reprenons I'exemple précédent avec la variable du genre :
» On calcule donc deux vecteurs x et x de RP défini par :

1 1
F_ - .
MR M|

iqi=

Xjx et XLVI =
F iiqi=

Xik
M

ou |F| et |M| sont resp. le nombre de femmes et d’hommes dans O.
» On projette x© et x™ sur u, en calculant les coordonnées suivantes :

x)Tup = xFuy) et XM Tu, = (XM u,y,)

@ lllustration :
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Généralisation a des poids et métriques non uniformes

@ Nous avons vu les liens entre la recherche d'un sous-espace optimal
en ADD et la SVD d'une matrice rectangulaire en AL et nous avons
appliqué ceci dans le cadre de I'’ACP normée.

@ Nous avons jusqu'ici fait implicitement les hypothéses suivantes :

» un produit scalaire canonique dans RP et R",
» un poids uniforme sur les individus et les variables.

@ Or, nous avons vu dans la 1lére partie du cours que nous pouvions
définir dans un espace Euclidien une infinité de produits scalaires.

@ De plus en statistique, il est souvent utile de donner des poids
différents aux individus et aux variables.

> Nous généralisons les résultats précédents :

» 2 tout type de métrique (produit scalaire) dans RP et R”,
» a tout type de pondération sur les individus et ou sur les variables.
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Métrique non canonique dans RP

@ Nous raisonnons sans perte de généralité avec les vecteurs {X;}i=1.
qui constituent le nuage des objets ou individus NO.

@ L'espace de description est celui engendré par les p variables. On est
donc dans RP.

@ Nous avons supposé jusqu'ici que dans RP, la métrique était |5, cad le
produit scalaire canonique.

@ De fagon plus générale, soit M de terme général (my)k j=1,...p, une
matrice carrée d'ordre p qui soit symétrique et définie positive.

@ M représente un produit scalaire dans R” et on note :

p P
T
(y)m= x'My =" xymy
k=1 /=1
écrit. mat. -
écrit. alg.

@ Rappel : pour la métrique M, x est normé si x Mx = 1 et x et y sont
orthogonaux si x'My = 0 (on dit M-normé et M-orthogonaux resp.).
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Inertie et approximation de NO dans le cas général

o L’inertie introduite en slide 213 est désormais généralisée par
I'utilisation d'une métrique M et d'une pondération N :

n n
int(NO) = Y midia(xi — %) = > _ nil|x; — X[|}
i—1 i—1
e Notons x' = <|)\(:ﬁ|>|\:n uy, le vecteur projeté de x sur u; € RP.

@ Supposons que nous avons centré le nuage, les développements des
slides 214 et 215 restent valables et la recherche de la droite
vectorielle dans RP maximisant la variance du nuage projeté au sens
de M et tenant compte des poids N se réduit a :

n n

. /12 2
max inty, (NO) = max > nlx; — X[} = max > x|y
— 1=

N ! — Xiunwm A
oll X = UL et X' = don o nixh.
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Poids non uniformes

@ Nous faisons également |'hypothése qu'a tout vecteur individu x; est
associé un poids n; > 0.

@ Soit n le vecteur de taille (n x 1) des poids des individus.

@ On introduit N la matrice des poids qui est carrée d’ordre n,
diagonale de terme général :

Nii = n;
e Rappel : X, le barycentre des {x;}i=1, ., est alors défini comme suit :

n

X = E niX;

i=1
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Inertie et approximation de NO dans le cas général (suite)

@ On peut faire les mémes développements que dans les slides 217 et
218 et en supposant que u; est M-normé, on obtient :
n n
Z ni||X:|1%y = Z niu; Mx;x; Muy
i=1 i=1

n
:ulTM E n,-x,-x,-T Mu;
i=1

= u; MXTNXMu;

@ On obtient le probleme d’optimisation contraint suivant :

n
max Z X3 = max  u] MXTNXMu;
u1 €RP 1 u1 €RP:|Juy |3, =1 —
ol MXTNXM est une matrice de Gram (et donc carrée symétrique
et sdp) qui est vue telle une forme quadratique.
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Inertie et approximation de NO dans le cas général (suite)

e Similairement aux slides 220, 221, on pose Q = MX"NXM et on
cherche le vecteur de RP qui maximise |'inertie (pondérée) du nuage
projeté au sens de M slc que ce vecteur soit M-normé.

@ On pose le lagrangien :

lag(ug, \) = u] Quz — A(u; Mu; — 1)
@ Les conditions nécessaires du premier ordre donnent :

a/ﬁ(ulw\) =0 & 2Qu; —2\Mu; =0

8u1
< Qup = AMuy
& MXTNXMu; = A\Mu;
& XTNXMu; = \uy

> Les solutions du probleme correspondent a la décomposition spectrale
de la matrice XTNXM.
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Sous-espace réduits et projections dans le cas général

> Pour déterminer un sous-espace de dimension s < p qui maximise
I'inertie du nuage projeté compte tenu de la métrique M et de Ia
pondération N, on prendra comme base les s vecteurs propres normés

de X "NXM associés aux s plus grande valeurs propres : {uy, ..., us}.
> Les s premieres valeurs propres {\1,...,\s} sont resp. les mesures de
I'inertie du nuage projeté sur chacun des axes {uj,...,us}.

> Les coordonnées de x; sur la droite vectorielle u,, est donnée par :
(Xj,um)m = X, Mu, (projection M-orthogonale)

> Plus généralement la représentation de tous les vecteurs dans |'espace
réduit de dimension s est donnée par :

F=XMU = (fim)izl nm=1,...s ou fim = <xi7um>M

[ARRS]

oDU:(ul us).

i

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 291 /420

Méthodes de réduction de dimension Analyse générale : extension a des métriques et poids quelconques

Remarque sur la dualité dans le cas général

@ Précédemment I'hypothése du produit scalaire canonique valait pour
NQO dans RP mais également pour NA dans R”.

@ Comme nous venons de voir, nous pouvons définir une métrique M
dans RP et une pondération non uniforme N pour les individus.

@ Mais nous pouvons faire de méme et de facon indépendante, pour R”
ol sont représentés les vecteurs {xk}k:L_._’p de NA. Pour cela les
développements des derniers slides peuvent étre appliqués a la matrice
X" au lieu de X et nous prenons P la métrique dans R” ainsi qu'une
pondération non uniforme pour les variables représentées par la
matrice diagonale Q. C'est alors la décomposition spectrale de
XQXTP qui donne I'espace réduit pour NA.

@ Si les couples (M, N) pour (RP,NO) et (P, Q) pour (R",NA) n'ont
pas de relations particuliéres alors la dualité vue en slides 225 et 231
n'est en général pas valide.

@ Néanmoins, en ADD, ces couples sont en fait liés et nous verrons

comment tirer profit de la dualité dans chacun des cas particuliers.
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Ajouts de nouveaux éléments dans le cas général

@ Les motivations sont les mémes que celles exposées au slide 274.
@ Dans la matrice de données X de taille (n x p), les individus et
variables sont dits actifs.

e On dispose d'individus et/ou de variables supplémentaires ou
illustratifs. Les matrices de données supplémentaires sont notées :

» X, de taille (ny x p) des individus supplémentaires.
» X* de taille (n x p*) des variables supplémentaires.

X
X+
@ lllustration des matrices X, X, et Xt
X
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Ajouts de nouveaux éléments dans le cas général (suite) Utilité de la généralisation

@ L'ACP normée applique de facon quasi-systématique les éléments
d’'AL développés du slide 208 a 237 en supposant une métrique
canonique (M = 1,,) et des poids uniformes (N = I,).

@ Ce cas change par rapport au slide 274 car, dans le cas général, nous
avons des métriques non canoniques dont il faut tenir compte.
@ La représentation des ind. supplémentaires dans |'espace réduit de RP

engendré par (les colonnes de) U = (Ul Us) est donnée par : @ Nous voyons dan.s ce qui suit. le traitement de. table de fionnées issues
de variables qualitatives nominales. Les techniques de réduction de
Ff =X,.MU dimension s'appellent alors AFC et ACM.
@ Ces méthodes reposent en fait sur la généralisation que nous venons
@ La représentation des var. supplémentaires dans |'espace réduit de R” de voir et qui suppose des métriques quelconques et des poids
engendré par (les colonnes de) V = (v! v®) est donnée par : non-uniformes.
@ Dans le cadre de I'AFC et de I'ACM, les différents concepts
G = (X+)TPV géométriques ont également des interprétations statistiques (test et

distance du x?) que nous préciserons au moment venu.
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Rappel du Sommaire Données traitées par I'AFC et notations

@ L'Analyse Factorielle des Correspondances (AFC) traite des tableaux
de contingence (ou tableaux croisés).
@ Le tableau de contingence croise deux variables qualitatives
e Méthodes de réduction de dimension nominales et compte le nb d'effectifs pour chaque paire de modalités.
@ Formellement, soient P et Q deux variables qualitatives possédant p
et g modalités. On note N7 le tableau de contingence qui est une
matrice de taille (p x g) de terme général :

@ Analyse factorielle des correspondances (AFC)
njj = Nombre d'individus ayant les modalités i de P et j de Q

@ Notons par n; le vecteur de taille g donnant pour I'ensemble des
individus possédant la modalité / de P, la répartition des effectifs
selon les modalités de Q. De fagon symétrique n; est le vecteur de
taille p donnant pour les individus possédant la modalité j de @, la
répartition des effectifs selon les modalités de P.

7. Attention! Ne pas confondre cette matrice (p X q) avec la matrice diagonale des poids vue précédemment.
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Données traitées par I'AFC et notations (suite)

@ On a donc:

ni n; ng
ni.
N = n; njj
Np.
@ Le vecteur n; = (nj1,..., njg) donne la répartition des effectifs selon

les modalités j de @ au sein de la population des individus ayant la
modalité i de P.

@ Le vecteur nj = (nyj,..., np;) donne la répartition des effectifs selon
les modalités / de P au sein de la population des individus ayant la
modalité j de Q.
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Données traitées par I'’AFC et notations (suite)

ni S L R L
ni. ny
N — n;. nU n;
Np. np
ni n; e n

@ On définit également les marges de N comme suit :

> n; = ZjeQ njj = nombre total d'individus ayant la modalité i de P.
> nj= njj = nombre total d'individus ayant la modalité j de Q.

icp
o Le nombre total d'individus n est tel que n =3, pni. =3 ;o n;.
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Exemple

@ Exemple tiré de L. Lebart, M. Piron, A. Morineau. Statistique
exploratoire multidimensionnelle. Dunod. 2006 (4eme Ed.).

@ P=Couleur des yeux.

@ Q=Couleur des cheveux.

@ Sur un ensemble de n=592 femmes.

brun chatain roux blond
marron 68 119 26 7
N — noisette | 15 54 14 10
vert 5 29 14 16
bleu 20 84 17 94
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Exemple

brun chatain roux blond
marron / 68 119 26 7 220
noisette | 15 54 14 10 93
N= vert 5 29 14 16 | 64
bleu 20 84 17 94 215
108 286 71 127 592
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Tableau des fréquences relatives

@ N est le tableau d'effectifs bruts. En AFC, on transforme N afin
d’'obtenir des tableaux de fréquences relatives. Ce tableau est une
matrice notée F de taille (p X q) et de terme général :

nji
f; = 2
n

= Pourcentage d'individus ayant les modalités (/,j) de P x Q

@ Dans ce cas, nous avons les définitions suivantes :
fi = > f
JEQ
= Pourcentage des individus ayant la modalité / de P

fj = Z fij
ieP
= Pourcentage des individus ayant la modalité j de @
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Tableau des fréquences relatives (suite)

1. £ ... fq

i A

e m f
‘, z f

f1 f fq 1

@ Les marges de F sont donc définies comme suit :
> i = ZjeQ fij = Pourcentage des individus ayant la modalité / de P.
» fj = icp fij = Pourcentage des individus ayant la modalité j de Q.
@ La somme totale des éléments de F est telle que

Zi,j fij = Zi fi. :Zj f-j =1
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Tableau des fréquences relatives (suite)

fi ... f; ... f4
f1.
F= fi. 2
n
fo.
o Le vecteur f; = (fi1,...,fiq) donne les fréquences d'observation des

modalités j de @ au sein de la population des individus possédant la
modalité i de P.

o Le vecteur f; = (fi,..., fpj) donne les fréquences d'observation des
modalités / de P au sein de la population des individus possédant la
modalité j de Q.
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Exemple

brun chatain roux blond
marron /.12 .20 .04 .01 37
noisette | .03 .09 .02 .02 .16
F= " vert .01 .05 02 .03 ].11
bleu .03 .14 .03 .16 .36
.19 A48 11 .22 1.0
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Indépendance et liaisons entre variables qualitatives

@ Le tableau F permet d’étudier la liaison entre P et Q.

@ Un concept central dans ce cas est I'indépendance statistique entre
deux variables qualitatives.

> On dit que P et Q sont indépendantes, ce qu'on note aussi par
P L Q, si leur tableau F est tel que :

V(i,j)e Px Q:fj=fif]

o La situation d’indépendance exprime I'absence de liaison. En
effet f; = f; f; indique que la probabilité d'observer de facon jointe la
paire de modalités (/,) de P x Q est égale au produit de la
probabilité d'observer la modalité i de P et de la probabilité
d'observer la modalité j de Q.

@ On dit également qu'il y a indépendance lorsque la probabilité jointe
est égale au produit des probabilités marginales.

—
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Exemple

@ Table de fréquences empiriques :

brun chatain roux blond
marron 12 .20 .04 .01 37
noisette | .03 .09 .02 .02 .16
F= vert .01 .05 .02 .03 11
bleu .03 .14 .03 .16 .36
.19 .48 11 .22 1.0

@ Table de fréquences théorique s'il y avait indépendance :

brun chatain roux blond
marron /.07 .18 .04 .08 .37
noisette | .03 .08 .02 .03 .16
F= " vert .02 .05 01 .02 ].11
bleu .07 .18 .04 .08 .36
.19 A48 A1 .22 1.0
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Indépendance et liaisons entre variables qualitatives (suite)

o L'indépendance s'interpréte aussi en termes de probabilités
conditionnelles P L Q si pour toute paire de modalités (/,), le fait
d’'observer la modalité j de @ n'impacte aucunement la probabilité
d’observer la modalité i de P (et vice versa).

o L’'écart a I'indépendance permet donc de mesurer la liaison
entre P et Q. Ainsi, plus les valeurs f;; sont distinctes des produits
fi f; plus la liaison entre P et Q est avérée. Dans ce cas, la probabilité
d’'observer la modalité / de P dépend de la modalité j de @ qui est
observée (et vice versa). Nous pouvons alors considérer deux
sous-cas :

» Si f;j > f;.f}, la probabilité jointe est supérieure au produit des
probabilités marginales : “/ et j s'attirent”.

» Si fj < f;.f}, la probabilité jointe est inférieure au produit des
probabilités marginales : "/ et j se repoussent”.
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Profils lignes et profils colonnes

@ On introduit les concepts de profils lignes et profils colonnes qui
sont des répartitions en pourcentage a l'intérieur d'une ligne et d'une
colonne respectivement.

@ Les profils lignes / sont définis comme suit :

fii _ Pourcentage des individus ayant la modalité j de Q

f; parmi ceux ayant la modalité i/ de P
@ Les profils colonnes j sont définis comme suit :

fi _ Pourcentage des individus ayant la modalité i de P

fj parmi ceux ayant la modalité j de @

@ Remarques :
» Profils lignes et colonnes en fonction de N :
N — (MY, ;e (i) — (i) i
(5); = ()i et (1) = (2),.9).
» En cas d'indépendance, les profils lignes et colonnes sont identiques a

leur marge respective : (;—J)J = (f;);, Vi et (;—JJ) = (f.);, V).
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Objectifs de I'AFC

@ L'objectif général est identique a celui poursuivi en ACP méme si la
nature des données est différente.
@ On a deux types de nuage de points :
» NL le nuage des profils lignes : chaque profil ligne est vu tel un
vecteur appartenant a un espace a g dimensions.
» NC le nuage des profils colonnes : chaque profil colonne est vu tel un
vecteur appartenant a un espace a p dimensions.
@ On cherche des sous-espaces de dimension réduite qui permettent de
conserver au mieux l'inertie des nuages de points.
@ On cherche également a déterminer des typologies des éléments de
chaque nuage et d'interpréter celles-ci conjointement.
@ L’inertie est, comme pour I'ACP, basée sur la notion de distance entre
points mais en AFC on utilise une distance particuliere qui
s'interprete également en termes d'indépendance statistique.

—
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Distance du x? entre profils lignes

> Contrairement a I'’ACP ou on utilise la distance Euclidienne classique
pour mesurer la proximité entre individus, on utilise en AFC la
distance du y? définie comme suit :

q 2
1 (5 fy
2 (1 1) = —(r_ 4
=2 7 (%)
j=1 N

e Interprétation de la distance du x? :
» Comme pour la distance Euclidienne classique, on compare pour
chaque dimension |'écart entre les deux vecteurs et on prend son carré.
» Mais ici, il y a une pondération 1/f; associée a la dimension j de
I'espace. Ainsi, plus la fréquence de la modalité j est forte, moins le
poids de cette dimension est important. La distance du y? avantage
donc les écarts vis a vis d'une modalité qui est peu fréquente (“rare").
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Nuage des profils lignes NIL

@ Les p profils lignes sont représentés par p vecteurs Iy, ... I, au sein
d'une matrice de données L de taille (p x q) :

i1 Ay fiq
/32 o 2 0 )\ 1
fa fi fig
L= b7 : i !
1.\ L oi foa | 1
p fp. fp. o
o Le vecteur |; est d tes (ft,... 1 fa
e vecteur |; est de composantes (£,...,#,..., £).
@ NL est donc la représentation des Iy, ... 1, dans RY.

@ Comme tous les profils lignes sont de somme unitaire, les |;
appartiennent a un hyperplan de R9.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Barycentre de NIL

@ En AFC, les vecteurs lignes et colonnes ont également une
pondération non uniforme qui est imposée contrairement a I'ACP.

@ Chaque profil ligne I; a un poids p; qui est égal a f;, (la fréquence de
la population ayant la modalité i de P).

o Le barycentre de NIL dénoté | est par conséquent défini par :

) p
= Z pili
i=1

@ Plus précisément son terme général 7j esttelqueVi=1,...,q:
P f,
_ £
o= D fig
i=1

> Ainsi, les composantes de | sont les marges des modalités de Q.
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Exemple

marron ;.31 54 .12 .03\ 1.0
noisette | .16 .58 .15 .11] 1.0
vert .08 45 22 25| 1.0
bleu .09 39 .08 .44/ 1.0

] 19 48 .11 .22 1.0

@ On remarquera par exemple que le dernier terme de | est tel que :

l4 = 0.37%0.0340.16%*0.11 + 0.11 % 0.25 4 0.36 x 0.44
0.22
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Formulations matricielles (suite)

@ Nous avons alors |'expression suivante de L, la matrice dont les lignes
sont les profils lignes :

L=D,'F

On rappelle que D,;l est la matrice diagonale dont les termes
diagonaux sont (1/f1,...,1/f,).

e La distance du x? donne un poids a chaque dimension et dans RY la
dimension j a un poids 1/f;.

@ Pondérer de facon non uniforme chaque dimension c'est utiliser une
métrique diagonale qui, dans RY, est donnée par la matrice
symétrique définie positive Dél.

e La distance du x? (au carré) entre deux profils lignes I; et I; vaut :

d@“hh):<h—hgh—|ﬂD;ﬁ:U;—hOTD5%h—hd

i
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Formulations matricielles

@ Nous pouvons formuler les quantités précédentes en termes matriciels.
@ Notons d'abord par Dp et D@ les matrices diagonales de taille
(p x p) et (g x q) dont les éléments diagonaux sont les marges de P
et @ respectivement

fi. f1
Dp = ; Do= .
fo. fq

@ Remarquons par ailleurs que :

1 1
fi. f1
-1 _ . . -1 _
D! = . , Dol =
1 1
fp. fq
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Ajustement du nuage des profils lignes

@ Dans le cadre de NL, on cherche a représenter dans un espace de
dimension réduite la proximité des modalités / de P.

@ Chaque modalité i est représentée par un profil ligne I; qui est
considéré comme un point de R9.

@ L’information contenue dans NIL est mesurée par |'inertie cad la
distance moyenne des profils lignes par rapport au barycentre de NI,
(comme en ACP mais en utilisant la distance d§2 -cf slide 249-).

> L'objectif est donc de déterminer des sous-espaces de sorte a ce que
la projection des |; dans ceux-ci conservent au mieux l'inertie.
Autrement dit, on souhaite que I'image de NIL dans ce sous-espace
soit le moins déformé possible.

> Comme en ACP, on cherche alors une suite de s (s < g) directions
privilégiées appelés axes factoriels dans R9 notées uy, up, ..., us qui
permettent de maximiser I'inertie du nuage projeté.

i
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Détermination des axes factoriels

@ Nous avons vu (cas général) en slides 289 et 291 qu'avec une métrique
M et une matrice de poids N, I'espace réduit des lignes d'une matrice
de données X était donné par les vecteurs propres de X NXM.

e En AFC pour les profils lignes la métrique est Dg?l, la matrice de
poids est Dp et la matrice de données est L = D;lF.

@ On montre donc que les vecteurs uy, ..., us peuvent étre obtenus en
diagonalisant la matrice S de taille (g x q) définie comme suit :

Tp-1 -1
S = F'D;'FDy,

@ De facon explicite, nous avons le terme général de S, Vj, /' :

P
S fiitije
L
=1

> Pour tout m=1,... s, u, est le vecteur propre associé a \,, la

m-éme plus grande valeur propre de S.

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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A propos du centrage de NIL

@ On peut montrer qu'il n'est pas nécessaire de centrer N avant de
procéder a I'AFC.
o En effet, I'AFC du nuage non centré et celle du nuage centré
conduisent au méme résultat !
@ Si l'on pratique I'AFC sur le nuage non centré le premier axe factoriel
possede les propriétés suivantes :
» |l relie I'origine du repeére initial 0 au barycentre I.
» Les projections des profils sur cet axe se retrouvent toutes en |.
» Cet axe est orthogonal au sens de la métrique D;l a I'hyperplan
contenant NL.
> L'inertie projetée de NIL sur cet axe vaut 1.
@ Les autres axes factoriels sont ensuite identiques entre I'AFC de NIL
non centré et I'AFC de NL centré.
@ Dans la suite, nous indiquons les méthodes de détermination des
axes factoriels du nuage non centré. On gardera donc en mémoire
que le premier axe est trivial et qu’en pratique, on I'enléve.

i
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Coordonnées des profils lignes sur les axes factoriels

@ Une fois trouvé |'axe factoriel u,,, on projette les profils lignes sur
celui-ci et on obtient les coordonnées (ou composantes) factorielles
(ou facteurs) des profils lignes dans I'espace engendré par up,.

> Attention! La projection orthogonale est au sens de la métrique
utilisée dans R7 cad D"

@ Nous noterons par f le vecteur de taille p comprenant les
coordonnées des p profils lignes sur I'axe up,. On a

-1 -1
f" = D5 FDgluy,
L

@ De facon explicite, on a pour tout profil ligne |I; :

q
B LS

f;-m = <|,’, um>D61 = I,-TDQlum = f—.Jf—ijLj

=1 i T

—
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Nuage des profils colonnes NC

@ Tout ce qui a été introduit précédemment pour les profils lignes est
valable pour les profils colonnes. En fait, lignes et colonnes de F
jouent un rdle symétrique contrairement a I'ACP (ou on a clairement
distinguer les distances entre individus et celles entre variables).

@ Les g profils lignes sont représentés par q vecteurs c',...,c9 au sein

d'une matrice de données C de taille (p x q) :
c! d ...

fi1 Ay fig

f1 fj f.q

f1 fi fig

C - f1 fj f.q

fo fo foq

f1 fj fq

1 1 1
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Distance du x? et barycentre dans NC

Le vecteur ¢/ est de composantes (fij, el #j, . f—"J)
NC est donc la représentation des c!, ..., c9 dans RP.

Les ¢/ appartiennent 3 un hyperplan de RP.
La distance du x? entre profils colonnes est comme suit :

P 2
. 1 (f fan

2 )=~ (L %

del(c.e) — f; <f.j f.j')

1=

@ Les ¢ ont un poids imposé f; et €, le barycentre de NC, est tel que,
Vi=1...,p:

i L
¢ = ijf—j
Jj=1
= f

> Comme précédemment, le barycentre est égale a la marge mais des

modalités de P dans ce cas.
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Formulations matricielles

@ La matrice des profils colonnes est noté C et vérifie :
T _p-1lgT
C =DyF

ou C' est la transposée de C. On rappelle que Dz?l est la matrice
diagonale dont les termes diagonaux sont (1/f1,...,1/fq).

e La distance du x? donne un poids a chaque dimension. Dans R” la
dimension i a un poids 1/f;..

@ La métrique diagonale dans RP est donc D,_,1 et la distance du 2
entre deux profils colonnes ¢ et ¢/’ est donnée par :

- S ey
dig(cf,cf )=( - .,d-¢d )0;1 =(cd -d)'Dyl(d )

i
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Exemple

brun chatain roux blond <C
.63 42 37 .06 \ .37
.14 .19 .20 .08 | .16

C= .05 .10 .20 A3 ] .11
.19 .29 .24 74 / .36
1.0 1.0 1.0 1.0

@ On remarquera par exemple que le dernier terme de € est tel que :

¢4 = 0.19%0.19+40.48%0.29+40.11%0.24 +0.22 %+ 0.74
0.36
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Ajustement du nuage des profils colonnes et axes factoriels

@ Contrairement a I'ACP, en AFC, I'ajustement de NC est totalement
symétrique vis a vis de |'ajustement de NL.

@ Dans ce cas, chaque modalité j de @ est considérée comme un point
de RP dont les composantes sont données par les profils colonnes ¢/.

@ On note v!,v? ..., v® les vecteurs de RP permettant de maximiser
I'inertie du nuage projeté. Ces axes dits factoriels peuvent étre
obtenus en diagonalisant la matrice T de taille (p x p) définie
comme suit :

1T -1
T =FDy'F'D;

@ Le terme général de T est défini comme suit, Vi, /i’ :

q
o fijfir
/i T -
— ffyr.
J=1
> Pourtout m=1,...,s, v" est le vecteur propre associé a \,, la

m-éme plus grande valeur propre de T.
. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Coordonnées des profils colonnes sur les axes factoriels

@ Une fois trouvé I'axe factoriel v, on projette les profils colonnes sur
celui-ci pour obtenir les coordonnées factorielles des ¢/ sur cet axe.

o La projection orthogonale est au sens de la métrique utilisée dans RP
cad D1

@ Nous noterons par g, le vecteur de taille g comprenant les
coordonnées des g profils colonnes sur I'axe v™. On a

gm = DalFT Dplvm
——
CT
e De facon explicite, on a pour tout profil colonne ¢/ :

P

: —_— f; 1
gmj = (&v")p s = (¢) D" = > oy
i=1 4"

—
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Dualité en AFC - Relations entre espaces réduits

@ La relation de dualité entre I'ajustement de NL et celui de NC est
plus forte en AFC qu’en ACP.

@ Les axes factoriels u,, et v ont méme valeur propre A,

@ On peut montrer les relations de dualité suivante entre les deux
espaces réduits :

1 1
uy, = \/T_mFTDP v et v = \/T_mFD51u
On remarquera |'usage des métriques associées aux deux espaces.

@ Rappelons que f™ = D,;lFDZ)lum et que g, = DZ)IFTD;lvm. Nous
avons alors la relation de dualité suivante entre d'une part les
composantes des profils d'un nuage et les axes factoriels de I'espace
réduit dans lequel est représenté |'autre nuage :

=V AmDp'V" et g, = \/)\mD51um

Alg. Lin. et Ana. de don. 327 /420
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A propos du centrage de NC

@ Comme pour NL, il n'est pas nécessaire de centrer NC avant de
procéder a I'AFC. Nous avons exactement les mémes propriétés citées
précédemment.

@ Ainsi, dans ce qui suit, nous indiquons aussi les méthodes de
détermination des axes factoriels du nuage NC non centré et on
gardera également en mémoire que le premier axe est celui rejoignant
I'origine et le barycentre de NC et qu'en pratique, on le retire.
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Dualité en AFC - Relations barycentriques
e Rappelons que ™ = Jq 1 ?f fl Um,j (cf slide 318). Précédemment

nous avons établi g,, = +/ mDQ u,, ce qui explicitement s'écrit
8mj = \/)\m%um,j. Nous en déduisons la relation suivante :

1IT

q
J
= A= z gm
"= S =
@ Un méme développement conduit a la relation suivante :

Um_1

8mj = \/— Z = \/m(cj)Tfm

o Ces relations entre les coordonnées factorielles des profils des deux
nuages sont appelées relation de transition ou barycentriques.
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Dualité en AFC - Relations barycentriques (suite)

@ Interprétation de
1 L f
fm _— E g
L VAR AT

> Au facteur l/m prés, la coordonnée factorielle sur I'axe u,, d'une
modalité / de NLL () est le barycentre des coordonnées factorielles
sur I'axe v des modalités j de Q ({gm,j};) avec comme systeme de
pondération le profil ligne de i ({f;j/fi.};)!

> De la méme maniere, au facteur 1/y/\, prés, la coordonnée factorielle
sur I'axe v d'une modalité j de NC (gm,i) est le barycentre des
coordonnées factorielles sur I'axe up, des modalités i de P ({f™};)
avec comme systeme de pondération le profil colonne de j ({f;;/f;}i)!

> Etant donnés les facteurs d'un nuage de points sur un axe, on peut
donc calculer les facteurs de I'autre nuage de points sur I'axe associé
a la méme valeur propre.

—
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Propriétés des facteurs

@ Comme précédemment nous considérons que les profils sont affectés
de poids égaux a leurs fréquences relatives.
@ Les coordonnées factorielles sont alors centrées :

p q
Y fifm=0et > figmj=0
i=1 j=1

> L'inertie (ou variance) des nuages de points NL et NC sur uy, et v™
respectivement est égale a A, :

p

q
Z fl(flm)2 = Ap et Z f.j(gm,i)2 =Am
j=1

i=1

@ Les nuages étant non centrés, la premiere valeur propre A; vaut 1 et
permet de retrouver les barycentres des nuages (cf slide 319). Cela
implique que toutes les valeurs propres sont inférieures a 1.

i
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Dualité en AFC - Représentation simultanée

> En raison des relations de dualité en AFC, il est naturellement
possible de faire une représentation simultanée des deux nuages NLL et
NC au sein d'un méme plan réduit (contrairement a I'ACP).

e En AFC, a I'aide des liaisons barycentriques on peut positionner et
interpréter un profil d'un nuage en fonction de I'ensemble des profils
de l'autre nuage (méme si les deux nuages appartiennent a deux
espaces réduits distincts).

@ Par exemple, si I'on est dans un plan factoriel de NI on pourra donc
représenter dans celui-ci les modalités de NC selon la formule
barycentrique suivante :

1 &K
R § ' £m
gmd Am — J I

o

7
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Liens avec la statistique du 2

e En cas d'indépendance, les profils sont identiques aux marges (cf slide
308). Par ailleurs, les composantes d'un barycentre d'un nuage sont
les marges de |'autre variable (cf slide 312). Indépendance et distance
du x? sont donc liées.

@ L'inertie d'un nuage étant égale a la distance du x? (au carrée)
moyenne entre les profils et leur barycentre, nous pouvons faire le lien
entre ce concept et la statistique du y? :

int(NL) = zp:f;.diz(l;,i)
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Liens avec la statistique du x? (suite)

o L’'inertie totale de NL est égale a une grandeur statistique appelée le
$? (“phi 2") qui permet de mesurer I'intensité de |'association entre
deux variables qualitatives en statistique des contingences. Or
ng? = x? (n étant la taille de I'échantillon).

@ Nous avons donc :

int(NL) = x%/n
> On montre de la méme maniere que int(NC) = x?/n et donc :
int(NC) = int(NL) = ¢?

> Ainsi, en AFC, l'inertie s'interprete également du point de vue
statistique puisqu'elle est directement liée a la statistique du 2.
@ Nous avons aussi la propriété suivante (I'axe trivial ayant été enlevé) :

min(p,q)—1
2 _
= > An
m=1
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 333 /420

Méthodes de réduction de dimension  Analyse factorielle des correspondances (AFC)

Distance du x? et équivalence distributionnelle

e En AFC, on analyse une table de contingence et on utilise la distance
du x? entre profils. Ceci permet d’obtenir des propriétés remarquables
de cette méthode notamment I'équivalence distributionnelle.

@ Selon cette propriété, on peut agréger deux modalités d’une
méme variable (P ou Q) ayant des profils identiques en une
nouvelle modalité affectée de la somme de leurs masses (cad leurs
fréquences relatives), sans rien changer, ni aux distances entre les
profils de cette variable, ni aux distances entre les profils de I'autre

variable.
@ Par exemple, considérons deux profils lignes i et i/’ identiques mais de
fréquences relatives f; et fi. pouvant étre différentes :

» |; et l;; étant confondus dans RY, I'agrégation (I; +1;)/(f;. + 1) est
également confondu en ces deux points et elle n’altere donc en rien le
nuage NL.

» Plus étonnamment remplacer |; et l;; par (I; + 1) /(f;. + f+.), ne change
pas non plus les distances de x? entre les profils colonnes !
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Liens avec la statistique du x? (suite)

@ Rappelons également que la statistique du x? mesurée sur un tableau
de contingence croisant deux variables P et Q avec respectivement p
et ¢ modalités suit asymptotiquement une loi du x2 a (p — 1)(q — 1)
degrés de libertés.

e En statistique inférentielle, on rejette I'hypothése nulle
d’indépendance entre P et Q@ si la mesure du x? dépasse une valeur
critique définissant une région de rejet étant donné un risque de
premier espéce « (de 5 ou 10%).

@ Une statistique de x? forte cela veut dire, dans notre cas, une inertie
forte et donc beaucoup de dispersion au sein des profils.

> Lorsqu'un test d'indépendance du x? sera rejeté, il est donc tres utile
de compléter I'analyse par une AFC qui rend compte des différentes
tendances de la dispersion au sein des modalités.
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Distance du y? et équivalence distributionnelle (suite)

@ La propriété d'équivalence distributionnelle apporte un intérét
pratique dans de nombreux cas.
@ Prenons I'exemple P=CSP et Q=Départements :

» Considérons les deux modalités de P suivantes, “ouvrier qualifié” et
“ouvrier non qualifié”.

» Supposons que les profils lignes de ces deux modalités soient trés
similaires (cad leurs répartition au sein des différents départements sont
quasi-identiques).

» Il est alors possible d'agréger ces deux modalités en une seule,
“ouvrier”, sans changer drastiquement les résultats de I'’AFC.

@ La propriété permet donc en pratique de regrouper des modalités
d'une variable de profils voisins afin de définir une nomenclature (cad
liste de modalités de la variable) plus ou moins détaillée.
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Valeurs propres et inertie sur les axes factoriels

@ Comme en ACP, les valeurs propres indiquent l'inertie du nuage
projeté sur les axes :

inty,, (NL) = inty»(NC) = Ap,
> On définit alors le taux d’inertie d'un axe u,, par :
Am
rg
@ L'inertie d'un axe mesure |'association entre des modalités des deux
variables qu'il met en évidence. Nous avons vu qu'elle ne peut pas
dépasser 1.
@ Si elle est proche de 1, I'axe permet de séparer en deux sous-groupes
I'ensemble des modalités d'une variable.
@ Si toutes les valeurs propres sont proches de 1, alors chaque modalité

d’'une variable est en correspondance presque exclusive avec une

modalité de I'autre variable.
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[llustrations

@ Nuage scindé en 3 groupes :

u?
A
'-.:.i "',',:Ul F:I I

o Effet Guttman :

u?

A

-..:- i .'-'.'..;U]_ F=
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Quelques formes caractéristiques de nuage

@ Ainsi, les valeurs propres permettent d'avoir une idée sur la forme du
nuage projeté. |l exite plusieurs cas spécifiques :

» Le nuage est scindé en deux sous-groupes la matrice F peut étre
réorganisée en diagonale par blocs en ordonnant les coordonnées des
lignes et des colonnes vis a vis de leurs premiers facteurs respectifs.
Dans ce cas, la valeur propre vaut 1 (outre la valeur propre triviale).

» Le nuage est scindé en k sous-groupes la matrice F peut étre aussi
réorganisée en diagonale par blocs en permutant lignes et colonnes.
Dans ce cas, k valeurs propres valent 1 (outre la valeur propre triviale).

» L'effet Guttman le nuage de points a une forme parabolique. Le
tableau F peut &étre réorganisée suivant une diagonale (on parle de
sériation) qui est typique d'un effet Guttman. Dans ce cas, le premier
axe sépare des modalités opposées tandis que le deuxieme permet de
séparer les valeurs intermédiaires des valeurs extrémes.

Exemple : dans une étude de cas en sociologie politique, on peut
retrouver sur le premier axe une opposition entre droite et gauche
tandis que sur le deuxieme axe oppose les modérés et les extrémes.
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Aide a l'interprétation a partir des données actives

@ Les indices d'interprétation définis en ACP reposent sur des concepts
géométriques et sont aussi valables pour I'AFC. Il s’agit de mesures
de qualité et de contribution (cf également slide 272).

o Il faut cependant garder a I'esprit, qu'en AFC, les éléments ont des
poids imposés qui interviennent dans les mesures de contribution.

o Qualité de la représentation du profil ligne |; sur I'axe u,, :

(ﬁm)2
qltum(li) = I £
;'7:1 f% FJ - f.j)2

@ Qualité de la représentation du profil colonne ¢ sur I'axe v :

(gm,j)2
P 1 (ff' ; )2

qltvm (cj) =

i=1 7, \7

@ Pour analyser les points, on privilégiera ceux dont la qualité est élevée.
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Aide a I'interprétation a partir des données actives (suite)

@ La contribution du profil ligne I; a I'axe u,, :

£m 2
Ctrum(l,') = f,%
e La contribution du profil colonne ¢ a I'axe v™
. A2
ctrym(c/) = fj—(gm’J)
Am

e Nous remarquerons que comme Y. f; (f™)? = A, nous avons donc :

p
Z Ctrum(|,') =1
i=1

[l en va de méme pour les profils colonnes ¢/ de NC.
@ Pour interprétater un axe, on privilégiera les profils dont les

contributions sont élevées.
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Aide a l'interprétation a partir de données supplémentaires
(suite)

@ On projette ¢ sur v en utilisant la formule de transition vue au
slide 328 :

nt

p
+ E v fm
Emj = /\ nt!
i:l J
Ici, les £, sont les facteurs des profils lignes actifs sur I'axe u,.

@ Si on suppose que nous disposons de lignes supplémentaires au sein
des modalités de P, alors on calcule le profil ligne de ces nouveaux
éléments pour obtenir les vecteurs I ; et on projette ces derniers sur
u,, par le biais de la formule suivante :

1 9.n
f;.+’m — Z =+,
VAm = n
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Aide a l'interprétation a partir de données supplémentaires

@ Comme en ACP, il est souvent utile de projeter des éléments
supplémentaires dans les espaces réduits afin d'affiner les
interprétations (cf également slide 276).

@ Supposons que nous avons g4 colonnes supplémentaires portant a
q + g+ le nombre total de modalités de Q.

@ L'idée est de projeter ces nouveaux g4 profils colonnes dans I'espace
réduit dans lequel est déja représenté le nuage actif NC.

e Soit alors n; la ieme coordonnée de la jéme colonne supplémentaire

dans le tableau de contingence. Son profil cjr est donné par,

Vi=1...,p
+
ot =M
i pt
-J

oot NPt And fi _ nj
ou n; = Dy n; eton rappelle que de fagcon générale F=
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Aide a l'interprétation a partir de données supplémentaires
(suite)

@ Remarque : les éléments supplémentaires n'intervenant pas dans la
construction des axes factoriels, leurs contributions sont nulles. En
revanche, leur qualité vis a vis d'un axe étant exactement le calcul
d'un cosinus (au carré), cet indicateur reste valide dans ce cas pour
I'aide a I'interprétation de ces éléments nouveaux.
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Rappel du Sommaire

© Méthodes de réduction de dimension

@ Anaylse (factorielle) des correspondances multiples (ACM)
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Données traitées par I'’ACM et notations (suite)

e On suppose p variables {t!,... th ... tP}.
e Chaque variable t* prend ses valeurs dans un ensemble discret T*

(ensemble des modalités) de dimension px (nombre de modalités).

e On suppose n individus {t,...,t;,...,t,} ot t; € [[f_, TX.
@ Ces données se retrouvent dans la matrice T de taille (n x p) :
ttoth Lo
t;
T=t tik
t,

ouVi=1,....mVk=1,...,p: ty € Tk
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Données traitées par I'ACM et notations

e L'Analyse des Correspondances Multiples (ACM) permet de
généraliser I'AFC dans le cas ou nous étudions plus de 2 variables
qualitatives.

o L'ACM permet d’étudier une population de n individus décrits par
un ensemble de p variables qualitatives nominales.

@ L’application la plus courante de I'ACM est I'analyse des réponses a
une enquéte ol chaque question est une variable et chaque réponse
proposée a chaque variable est une modalité (questionnaire a choix
fermé).

@ Les données brutes se présentent sous la forme d'une matrice T de
taille (n x p) comme en ACP sauf que les variables sont a valeurs

discretes.
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Exemple

@ 3 variables qualitatives t! = genre, t?> = tranche d'age, t3 = statut
marital avec T* = {H, F}, T? = {<25,25-44,45-64, >65} et
T3 = {célibataire, marié(e), divorcé(e)}.

@ Souvent les modalités sont codées numériquement T = {1,2},
T? = {1,2,3,4} et T3 = {1,2,3}.

@ Attention! ces codages sont symboliques et aucunement numériques
donc faire une moyenne par exemple n'a pas de sens.

tt 2 ¢

t; /1 1 1
th[2 2 2

t3 | 1 3 3
T=t,|2 4 2
ts |1 2 2

ts (2 1 1

te \2 2 3
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Codage par tableau disjonctif complet

@ En ACM, on utilise une autre représentation symbolique de ces
données et qui consiste en la représentation explicite des modalités de
chaque variable comme dimension de |'espace de description.

@ Tout d'abord, remarquons que chaque variable j peut &tre représentée
par une matrice binaire Z/ de taille (n x p;) et de terme général :

S { 1 si l'individu i a la modalité k de la variable j
! 0 sinon
o Exemple :
1 1 0
2 0 1
1 10
tt=|2]l->2'=1]0 1
1 1 0
2 01
2 0 1
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Codage par tableau disjonctif complet (suite)

@ Pour représenter I'ensemble des variables au sein d'une méme
matrice, nous pouvons de la méme maniere concaténer |'ensemble des
vecteurs binaires 2 (ou de fagon équivalente I'ensemble des matrices
Z’) en une seule.

@ Nous définissons ainsi la matrice Z que I'on nomme tableau

.. . . . N . p L.
disjonctif complet qui est de taille (n x gq) ou g = zj:l pj
Z = (Z1 Z”)

= (zf ... 25, 2 ... ... ... zp)
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Codage par tableau disjonctif complet (suite)

@ Ensuite, remarquons que la matrice Z/ peut aussi étre vue telle une

juxtaposition de p; vecteurs binaires z’k avec k =1,...,p;.
@ Exemple :
10 1 0
01 0 1
10 1 0
Z'= 0 1| —=zl=|0] etzz=]1
10 1 0
01 0 1
01 0 1

@ Nous avons donc pour chaque variable j :
Z=(2 .. 4 .. )
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Exemple
Z! y z3

tt 2 ¢ z% z% z% z% z% z% 2‘;’ z% zg
t; /1 1 1 z1 /1 0 1 0 0 0 1 0 0
th | 2 2 2 z> | 0 1 0 1 0 0 0 1 0
t3 | 1 3 3 BN & 1 0 0 0 1 0 0 0 1
t2 |2 4 2 z; | O 1 0 0 0 1 0 1 0
ts | 1 2 2 z5 | 1 0 0 1 0 0 0 1 0
ts | 2 1 1 z5 | O 1 1 0 0 0 1 0 0
tg \2 2 3 zg \0 1 0 1 0 0 0 0 1

T z

@ Avec ce codage, un individu i est donc représenté par un vecteur
binaire z; de taille g.

@ Autrement dit les individus appratiennent a un espace binaire de
dimension g que 'on notera {0, 1}9.
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Codage par tableau disjonctif complet (suite)

@ Pour chaque variable j, chaque individu / ne peut prendre qu'une et
une seule modalité. Donc chaque ligne i de Z/ est telle que :

e Chaque modalité k de chaque variable j est représentée par le vecteur
binaire de présence/absence z|. Nous avons donc :

n
Zz{k = Fréquence de la modalité k de la variable j
i=1
@ Pour chaque variable j, la somme de tous les termes de Z/ vérifie :

n q

DD =
i=1 k=1
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Exemple
2 2B R 2D BB
z: /1 0 1 0 0 0 1 0 O\ z7.=3
z | 0 1 0 1 0 0 0 1 0 2 =
zz | 1 0 0 0 1 0 0 0 1 |z3=3
z2 |1 0 1 0 0 0 1 0 1 0]z =3
7_ s 1 0 0 1 0 0 0 1 0| z5 =
zs | O 1 1 0 0 0 1 0 0|z =
ze \0 1 0 1 0 0 0 0 1/ zz. =3
Z1 Z2 Z3 Z4 Zs Ze Z7 Z8 Z9
Il Il Il Il Il Il Il Il Il
3 4 2 3 1 1 2 3 2

@ Dans la suite, les modalités ne sont plus nécessairement rattachées a
leur variable d'origine mais représentent les dimensions de |'espace.
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Codage par tableau disjonctif complet (suite)

@ Les propriétés précédentes des matrices Z/, impliquent les propriétés

suivantes pour le tableau Z = (21 Z").
@ Les marges des lignes de Z sont telles que, Vi=1,...,n:
q
Zzik =zi.=p
k=1
@ Les marges des colonnes de Z sont telles que, Vk=1,...,q:

n
E Zix = z ) = Fréquence de la modalité k
i=1

@ La somme de tous les termes de Z vérifie :

n q
Zzzikzz..znp

i=1 k=1
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Objectifs de 'ACM

o L’'objectif général est identique aux méthodes précédentes et la
matrice de données est ici Z.
@ On a deux types de nuage de points :
» NO le nuage des individus : chaque ligne de Z est vu tel un vecteur
appartenant a un espace a g dimensions.
» NM le nuage des modalités : chaque colonne de Z est vu tel un
vecteur appartenant a un espace a n dimensions.
@ On cherche des sous-espaces de dimensions réduites qui permettent
de conserver au mieux l'inertie des nuages de points et qui contribuent
a déterminer des typologies des éléments de chaque nuage.
@ L'inertie est basée sur la notion de distance entre points mais comme
en AFC on utilise la distance du 2.
> L'ACM est en fait une AFC du tableau disjonctif complet Z. Mais,
Z possedant des propriétés différentes des tables de contingence,
I'’ACM présentent donc des spécificités par rapport a I'AFC.
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ACM et AFC

@ Le tableau Z est en fait vu tel une “table de contingence croisant
deux variables qualitatives” : les individus d'une part notés O et les

modalités d'autre part notées M.

@ Comme en AFC, on calcule la matrice des fréquences F de taille

(n x q) donné par :

4 i
F = — de terme général f; = Zik
np np
£l £k P
f
@ Onadonc:F=fi | ... ... ,%
f
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Matrices des poids et des métriques

@ Puis, on détermine les matrices diagonales suivantes :

fi. f1
Do = et Dy =
fo.
@ Les propriétés de Z impliquent les relations suivantes :
1 z1
n np
Do = et Dy =
1
n

> On en déduit les matrices inverses suivantes :

n np
Dal = et D7} =
n
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Exemple

o2 1 2 B M 1 2 f
1 1 1 1
fi /% 0% 0 0 0|4 0 0\f=1
fbl0 |0 £ 0 0|0 &£ 0|h=%2
fsl5 0[0 0 £ 00 0 L|fh=3
f2]0 [0 0 0 L£|0 L 0]|fr=3
1 1 1 1
fol0 |1 0 0 0|4 0 O0]f=32
1 1 1 1

fi fo f3 f4a fs fg f7 fg fog

1 e [ [

3 4 2 3 1 1 2 3 2

N
=
N
=
N
=
N
=
N
=
N
=
N
=
N
=
N
=

@ Dans I'exemple n=7, p=3et g=09.
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Proximité et nuage des individus

@ Les points lignes sont dans ce cas obtenus par :

z
L=D,'F==
p
@ Les lignes de L forment le nuage NO qui est I'ensemble des vecteurs
{l1,...,1,} appartentant a R9. On a:
L= (2,5

9o ey

P p

@ Les marges des lignes de Z étant constantes, cela revient a attribuer a
chaque individu un poids uniforme 1/n.

@ Comme en AFC, la métrique est celle associée a la matrice D,\_/,1 et la
distance du x? entre deux individus |; et l;/ s’écrit :

q 2
— n Z; Zj
@mmﬁ:@_hfmﬂh4”:§}£(l_Ji>
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Ajustement du nuage des individus et détermination des
axes factoriels

@ L’'objectif est donc de déterminer des sous-espaces de sorte a ce que
la projection des |; dans ceux-ci conservent au mieux l'inertie.

> Comme précédemment, on cherche alors une suite de s (s < q)
directions privilégiées appelés axes factoriels dans R9 notées
ui, Uy, ..., Us qui permettent de maximiser l'inertie du nuage
projeté.

@ Les résultats sur la SVD généralisée (cf slide 291) montrent que les
vecteurs ug, ..., Uus peuvent étre obtenus en diagonalisant la
matrice S de taille (g x gq) définie comme suit :

1
S =F'D,'FD,} = n—pzzTZD,\j,l

> Pour tout m=1,... s, u, est le vecteur propre associé a \,, la
m-éme plus grande valeur propre de S.
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Proximité et nuage des modalités

> Les développements précédents s'appliquent quasi-identiquement au
deuxieme nuage mais attention aux poids et métrique qui changent!
@ Les points colonnes sont obtenus par :

1
C'=D,'F' = —D,'Z"
M np M
@ Les colonnes de C forment le nuage NM qui est I'ensemble des
vecteurs {c?,...,c9} appartentant 3 R". On a :
k Z1k Znk
c=(—,...,—
Z k Z k

@ La matrice des poids des moadlités est donnée par Dy,.
@ La métrique est celle associée a la matrice Dal = nl, et la distance
., 7 / (V4 -
du x? entre deux modalités cX et ¢k s'écrit :

n _ N2
d§2(ci’ck’) — (Ck N Ck/)TDal(Ck _ ck’) _ Zn <Z;k _ Zik >

V4 Z |t
i—1 .k .k

o
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Coordonnées des individus sur les axes factoriels

@ Une fois trouvé |'axe factoriel u,,, on projette les individus sur celui-ci
et on obtient les coordonnées (ou composantes) factorielles (ou
facteurs) des individus dans |'espace engendré par up,.

> Attention! La projection orthogonale est au sens de la métrique
utilisée dans RY cad D,\’/Il.

@ Nous noterons par f le vecteur de taille n comprenant les
coordonnées des n points lignes sur I'axe u,,. On a

1
fr= 2 Dy um
~—~

L

@ De facon explicite, on a pour tout point ligne |; :

q
Th-1 ]
fm = <|i,Um>D,\7’1 =1; Dyyum = E — — Umk

—
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Ajustement du nuage des modalités et détermination des
axes factoriels

> Comme précédemment, on cherche une suite de s (s < q) directions
privilégiées appelés axes factoriels dans R" notées v!,v?, ..., v° qui
permettent de maximiser I'inertie du nuage projeté.

@ Les résultats sur la SVD généralisée (cf slide 291) montrent que les
vecteurs v, ..., v® peuvent &tre obtenus en diagonalisant la

matrice T de taille (n x n) définie comme suit :
1
—1gTp-1 —15T
T=FD,/F'D;' = 57D;/2

> Pour tout m=1,... s, v"" est le vecteur propre associé a )\, la
m-éme plus grande valeur propre de S.

o
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Coordonnées des modalités sur les axes factoriels

@ Une fois trouvé I'axe factoriel v, on projette les modalités sur
celui-ci et on obtient les coordonnées (ou composantes) factorielles
(ou facteurs) des modalités dans |'espace engendré par v'.

>> Attention! La projection orthogonale est au sens de la métrique
utilisée dans R” cad D! = nl,.

@ Nous noterons par g, le vecteur de taille n comprenant les
coordonnées des g points colonnes sur I'axe v". On a :

1
~— P
cT

e De facon explicite, on a pour tout point colonne c* :

n
_ Zik
i = (0 )ps = () DG =0y Ty
=1 -

—
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Dualité en ACM - Relations barycentriques

@ Comme pour I'AFC, en ACM la dualité entre |'analyse de NO et NM
est forte.

@ Les axes factoriels ont méme valeur propre Ap,.

@ Rappelons que L=2Z/pet CT = n—lpr/,lzT.

> Les relations barycentriques données ci-dessous permettent
d’obtenir les coordonnées des éléments d’'un nuage en fonction des
coordonnées des éléments de I'autre nuage :

BE PR
Vim0 pVAm

1 T 1
m vV Am npv/Am

fm — Zg,,

—15T
Az
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A propos du centrage des nuages

o L'ACM étant en pratique une AFC, les remarques relatives au
centrage des nuages de poinds faits précédemment aux slides 319 et
326 restent valides.

@ Plus particulierement, en ACM, le vecteur propre trivial associé a la
valeur propre 1 est lié au barycentre qui est proportionnel au vecteur
rempli de 1 (premiere bissectrice).

@ Ainsi, dans la suite, nous indiquons les méthodes de
détermination des axes factoriels du nuage non centré. On
gardera donc en mémoire que le premier axe est trivial et qu'on
I'enleve en pratique.
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Dualité en ACM - Relations barycentriques (suite)

{4 m_ 1 At
o Le terme général de f™ = —megm s'écrit :

== Em
VAn (5 2

> Au facteur 1/y/ A, prés, la coordonnée factorielle sur I'axe u,, d'un
individu / est la moyenne arithmétique des coordonnées factorielles
sur I'axe v des modalités k prises par i !
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Dualité en ACM - Relations barycentriques (suite)

. -1 Vi
o Le terme général de g, = np\l/mDM ZTfm s'écrit

Zik gm

1 n
gm,k - /—)\m ; Z.k 1

@ On peut réécrire g, x comme suit :
1 1
g = —— | = 30

> Au facteur 1/y/ A, prés, la coordonnée factorielle sur I'axe v™ d'une
modalité k est la moyenne arithmétique des coordonnées factorielles
sur I'axe u,, des individus i ayant la modalité k!

—
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Sous-nuage des modalités d'une méme variable

o Le tableau disjonctif complet Z, méme s'il est interprété tel une table
de contingence pour les besoins de la réduction de dimension, possede
des propriétés spécifiques ce qui fait de 'ACM une méthode a part,
vue comme |'équivalent de I'ACP pour des variables qualitatives.

@ Une particularité propre a I'ACM est due au fait que les modalités
sont associées par groupe a plusieurs variables qualitatives. Dans notre
exemple précédent, nous avons g = 9 modalités mais p = 3 variables.

@ On peut alors s'intéresser aux sous-nuages des points colonnes relatifs
a la méme variable. Nous avons donc p sous-nuages distincts.

@ Les dimensions de RY représentant les modalités d’'une méme variable
sont linéairement dépendantes. On peut montrer que les centres de
gravité des p sous-nuages sont les mémes et qu'ils correspondent au
centre de gravité globale de NM.

> D'un point de vue pratique et graphique, cela veut dire que les axes
factoriels permettent d'opposer les modalités d'une méme variable.

i
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Dualité en ACM Représentation simultanée

@ Contrairement a I'’AFC les points lignes sont de poids uniformes. Les
relations barycentriques se réduisent donc a des moyennes
arithmétiques.

@ Pour rappel, la dualité nous invite a ne pas faire deux analyses car
I'analyse d'un seul nuage de points suffit. On obtient la représentation
graphique de I'autre nuage a partir des relations barycentriques.

@ Par ailleurs, comme en AFC, ces propriétés indiquent que les nuages
NO et NM peuvent étre représentés sur un méme graphique.

@ Néanmoins, en pratique, cette représentation simultanée n'est pas
souvent utilisée car :

» Lorsque n et g sont grands la représentation simultanée projetant n+ p
points, elle devient rapidement surchargée et donc illisible.

» Souvent, I'’ACM est utilisée dans le cas d'enquétes ol les individus sont
anonymisés. Dans ce cas, la représentation des points lignes ne permet
pas d'interpréter des éléments particuliers. En revanche, il est utile
malgré tout d'analyser la forme du nuage projeté afin d'identifier les
régions de fortes ou faibles densités.
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Propriétés de I'ACM

o Comme évoqué précédement, en ACM, il existe par nature des
dépendances linéaires parmi les colonnes de Z.

@ Les modalités sont représentés par les colonnes de la matrice
C = -LZD,, (cf slide 363).

@ On montre que le rang de ZD;,,1 est au plus g — p+ 1.

e Par conséquent, le rang de la matrice S (cf slide 361) qui croise les
modalités est donc également au plus de rang g — p + 1.

@ Ainsi, si on enléeve la 1ére valeur propre 1 associée au centre de gravité
(cf slide 366), on aura en pratique g — p valeurs propres non nulles.

o
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Propriétés de I'ACM (suite)

o Le barycentre de NM est le vecteur € = (1,..., 1) (marge des lignes
de F -cf I'exemple slide 358-).
e La distance du x?2 entre un point colonne c/ et € vaut donc :

n 2
2 (k= _Z zi 1
dXZ(c ,C) = ' n (Z — ;)

o Ensuite, l'inertie totale de NM est donnée par :

q
int(NM) = 3 i‘—kd§2(ck,6) -9 4
i P P

@ Remarque : contrairement a I'AFC pour le coup, l'inertie totale en
ACM n'a pas d'interprétation statistique.
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Aide a l'interprétation a partir des données actives (suite)

@ Rappelons que les mesures de qualité sont des mesures cosinus au
carré. Plus précisément, |'angle qui nous intéresse est celui formé entre
le point initial dans R9 et celui résultant de la projection sur I'axe.

@ Plus I'angle est fermé, plus les vecteurs sont proches et meilleure est
la qualité (valeur proche de 1).

@ Nous avons a nouveau une spécificité de 'ACM qu est due au fait que
plusieurs modalités (dimensions de RY) sont issues d'une méme
variable.

@ Nous pouvons calculer la qualité de la représentation de la
variable t/ sur I'axe v :

qltv’"(tj) = Z qltv’"(ck)

ket

e On montre que qlt,m(t/) = %n(gm,tj) ol 7(gm, /) est le rapport de
corrélation entre g, et t/.

o
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Aide a l'interprétation a partir des données actives

@ On adapte les formules de I'AFC vues précédemment au cas de
I’ACM. On peut alors exprimer les mesures en fonction de Z.
o Qualité de la représentation du point ligne |; sur I'axe u,, :

m\2 m\2
o (1) = — () _ (Fm)
Pl = B2 s m ()
AR T (%)
e Qualité de la représentation du point colonne c* sur I'axe v :
2 2
1 ky _ (8m.k) _ (8m.k)
i=1 i\ D=1 h (ﬁ - E)
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Aide a I'interprétation a partir des données actives (suite)

o La contribution du point ligne |; a I'axe u,, :

fm 2 1(fm 2
ctry,, (I) = f. ( 3\m) = ;(S\m)

e La contribution du point colonne c* a I'axe v :

(&m k)2 Z (&m k)2
trym(ck) = f d = = d
ctrym(c™) = fi N o

@ Rappelons que les contributions sont des pourcentages et qu'elles
somment a 1.
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@ Nous pouvons ajouter également des individus ou variables/modalités
supplémentaires.

@ En raison des formules barycentriques propres a I'ACM données en
slide 367 (et ceux qui suivent), il est encore plus simple dans ce cas
de déterminer les coordonnées des éléments supplémentaires en ACM.

@ Soit z; ; € {0,1}9 la ligne du tableau disjonctif complet instanciant la
représentation d'un individu supplémentaire (zy j1,..., 2 iq). Alors :

f;'+7m: P Z 8m.k

k: Zy, k=1

@ Soit z;(" € {0,1}" la colonne du tableau disjonctif complet instanciant
la représentation d’une modalité supplémentaire (z;,,.. .,z ). Alors :

s

zIkITI 1 1 m

-k i:zf;:l

@ Introduction
© Algebre Linéaire
© Méthodes de réduction de dimension

@ Méthodes classiques de classification automatique (introduction)

@ Méthodes classiques de classification automatique (introduction)
@ Introduction
@ Les k-moyennes (k-means)
@ La classification ascendante hiérarchique (CAH) de Ward
@ Stabilisation de la CAH de Ward par les k-moyennes
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Introduction

@ L'un des objectifs des méthodes de réduction est de mettre en lumiére
une typologie des individus et/ou des variables d'une table de données.

@ Les axes factoriels permettent d'avoir une esquisse de cette typologie
en opposant les éléments de part et d'autre du barycentre (repére du
plan factoriel).

@ La représentation des éléments se fait dans un espace Euclidien de
dimension réduite ou les proximités entre éléments contribuent a la
mise en place de cette typologie.

@ Pour aller plus loins et compléter la visualisation par une véritable
partition des éléments, nous pouvons associer aux méthodes de
réduction de dimension des méthodes de classification automatique.

@ Dans cette derniere partie du cours nous voyons des méthodes
classiques de classification automatique.
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La classification automatique (suite)

@ Rassembler des éléments en des groupes homogenes est une activité

humaine et scientifique de base.
@ Quelques exemples :

» Exemple : les noms du language désignent en ensemble d’'éléments
partageant des caractéristiques communes. Le mot table regroupe tout
meuble avec une surface plane et reposant sur un ou plusieurs supports.

» Exemple : en science du vivant, on classifie traditionnellement les étre
vivants en différentes catégories : Animaux, Plantes, Champignons. ..

» Exemple : en chimie, le tableau périodique des éléments de Mendeleiev
sont ordonnés par numéro atomique et organisés en fonction de leur
configuration électronique.

» Exemple : en sociologie, les professions et catégories
socioprofessionnelles forment une nomenclature permettant de classer
les métiers.
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La classification automatique

@ La classification automatique (également dénommée typologie,
segmentation, apprentissage non-supervisé, clustering (en anglais). . .)
consiste a déterminer automatiquement des groupes homogenes
d’éléménts.

@ Homogénéité : les éléments appartenants au méme groupe doivent
étre plus proches entre eux qu'avec des éléments appartenants a
d’'autres groupes.

@ Les notions de proximités et donc de distances sont ici également
des ingrédients fondamentaux du probleme.

o |l faut ensuite définir un critére permettant de définir le degré
d’homogénéité des groupes. On parle de critére de partitionnement.
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La classification automatique (suite)

@ La classification automatique (comme les méthodes de réduction) est

une tache courante en fouille de données® /science des données?.

@ Quelques exemples classiques :

» En marketing : segmentation de la clientele, campagne publicitaire,
gestion de la relation clients. ..

» En bio-informatique : analyse de puces a ADN pour déterminer par
exemple des genes ayant les méme types de fonction. ..

@ En SHS, comme expliqué précédemment, on |'utilise souvent en
complément d'une méthode de réduction de dimension afin de mieux
identifier les différents groupes d'un ensemble de données :

» Typologie des sondés d'une enquéte,
» Typologie de données de recensement en démographie,
» Détection de classes sémantiques entre termes en linguistique. . .

@ Plus récemment, en sociologie/communication, la classification
automatique de données de réseaux/graphes permet de faire la

—détection-de-communautés.
8. https://fr.wikipedia.org/wiki/Exploration_de_donnYC3/A9es
9. https://fr.wikipedia.org/wiki/Science_des_donn’C3/A9es
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Introduction

Plusieurs structures de classification

@ |l existe plusieurs fagons de classifier des éléments.
@ Plusieurs types de structure de classificaiton :
» Partition a k classes : ensemble de k sous-ensembles mutuellement
dijoints et recouvrant |'ensemble des éléments.

» Classification hiérarchique représenté par un arbre binaire : ensemble de

partitions emboitées allant de la partition triviale a n classes a la

partition triviale a 1 classe.

@ Plusieurs types de degré d'appartenance aux classes :
» Un élément appartient a une et une seule classe.

» Un élément peut appartenir a plusieurs classes (classes recouvrantes).

» Un élément a une probabilité d'appartenir a une classe.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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[llustration

Alg. Lin. et Ana. de don.

Introduction

@ On peut représenter une relation d'équivalence par un graphe.
o lllustration d'une relation d'équivalence sur O = {x1,...,xs}

Xl(z—\
X4
X [ ) .:)
éo\"’_/x/g) (
o
1

X6

o Partition :
{X17 X2, X3}, {X47 X5}, {X6}

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Alg. Lin. et Ana. de don.

@ R signifie "est dans la méme
classe que”.

o Réflexivité :
X1RX1, NN ,XGRX6

@ Symétrie :
(X]_RX2 N X2RX1),. .
(X4RX5 N X5RX4)

o Transitivité :
X1 Rx> A xoRx3 = x1 Rx3,
x1Rx3 A x3Rx> = x1 Rxo,
x3Rx> A xoRx1 = x3Rx1,. ..

385 /420
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Partitions et relations d'équivalence

@ L'ensemble des partitions d’'un ensemble O est en bijection avec
I'ensemble des relations d'équivalence sur Q.

Définition. (Relation binaire sur Q) |

Une relation binaire R sur O est un sous-ensemble du produit cartésien
O x O, cad un ensemble de paires ordonnées : R C O x O.
Si(a, b) € R (noté aussi aRb) on dit que “a est en relation avec b".

Définition. (Relation d’équivalence Q) |

Une relation binaire R est une relation d’équivalence si elle satisfait les
conditions suivantes :

o Réflexivité : Vx (xRx)
e Symétrie : Vx,y (xRy = yRx)
e Transitivité Nx,y,z ((xRy A yRz) = xRz)
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Classification hiérarchique et arbre binaire

Définition. (Classification hiérarchique et dendrogramme)

Une classification hiérarchique de O est un ensemble de partitions
emboitées de Q. Elle peut étre représenté par un arbre binaire ou :

@ le noeud racine continent tous les éléments de O,

@ chaque noeud parent est une classe qui est |'union des classes de ses
noeuds fils,

@ chaque feuille est une classe singleton cad ne comportant qu’un seul
élément de Q.

Plus formellement, si n,n’ sont deux noeuds de I'arbre binaire alors :
(nnn"=0)Vv(ncna)Vv(n Cn)

Un dendrogramme est un arbre binaire représentant une classification
hiérarchique, pour lequel on attribue également a chaque noeud n, une

valeur numérique appelée la hauteur du noeud.
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[llustration
@ lllustration d'une classification hiérarchique de O = {x1,...,X¢}.
hauteur
| A
Xi1e
X4
.X2 ° y
X3
. |
X6 ® [ ] (] ® [ ] [ ]
X1 X2 X3 X4 X5 X6
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Un probléme d'optimisation combinatoire (suite)

@ Le nb de partitions en k classes d'un ensemble O de taille n est donné
par le nb de Stirling de 2eme espéce dénoté S(n, k) :

S(n. k) = %Zk:(—l)’(Z)j”

Jj=0

@ Le nb total de partitions d'un ensemble de taille n est donné par le nb
de Bell dénoté B(n) et qui vaut donc :

B(n) = Z S(n, k)
k=0

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Un probleme d’optimisation combinatoire

@ Notons P(Q) I'ensemble des partitions possibles de @ et notons
C € P(O) une partition quelconque.

@ Supposons que nous avons une fonction f : P(Q) — R associant a
toute partition C une mesure de sa qualité. f est le critére de
partitionnement que nous cherchons a optimiser.

@ Une approche simple du probléme de partitionnement consisterait a :

» Enumérer tous les éléments C € P(0).
» Mesurer pour chacun de ces éléments f(C).

» Une fois parcouru P(Q) tout entier, retenir la partition

= f(C).
*¢ 235, (©)

o Cette approche est naive car [P(Q)| croit de fagon exponentielle en
fonction de |O]!
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Un probléme d'optimisation combinatoire (suite)

@ Voici les premiers nbs de Stirling de 2eme espéce et de Bell :

mk|0 1 2 3 4 5 6|B(n)
0 100 0 O 0 O 1
1 01 0 0 0O 0 O 1
2 0601 1 0 0O 0 O

3 01 3 1 0 0 O 5
4 01 7 6 1 0 O 15
5 01 15 25 10 1 O 52
6 0 1 31 90 65 15 1| 203

e Autre exemple : B(71) ~ 4 x 107!

@ En bref, il est impossible d'énumérer toutes les partitions d'un
ensemble de taille n dés que n dépasse des dizaines !

@ On a alors recours a des heuristiques pour trouver des solutions
(approchées) a la tache de classification automatique.
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La classification automatique en pratique La classification automatique dans le cadre de ce cours

@ |l existe plusieurs facons de classifier, plusieurs critéres de

partitionnement et le probleme est a la base exponentiel

(NP-complet). Il existe donc plusieurs algorithmes de classification

automatique! @ Nous nous concentrons sur les méthodes de bases.
@ En général, il s'agit d'une procédure itérative : @ En particulier, nous étudions celles utilisant des distances

(Euclidiennes) pour la mesure de proximité.
@ De plus, I'objectif premier est d'étudier des méthodes

FEATURE

N complémentaires aux techniques de réduction de dimension.
o |l existe dans ce cas deux méthodes classiques :

DATABASE 4

s cLusTERNG) Cnggsg'TNG > la méthode des k-moyennes,
networks, -.. i » la classification hiérarchique ascendante de Ward,
t\ P'ﬁﬁfr'&’!'xw » la méthode hybride combinant les deux méthodes précédentes.
\
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Définition des distances Représentation Euclidienne des données
@ Nous supposons que les individus sont les éléments de I'ensemble O
avec |O| = n.
@ lIs sont représentés par des vecteurs {xi,...,X,} dans un espace
Définition. Euclidien.
Soit E un ensemble d’éléments. Une distance est une application @ L’'espace Euclidien est engendré par p variables quantitatives. Nous
d:E x E — R qui vérifie les propriétés suivantes, Vx,y € E : avons donc x; € RP pour tout i =1,...,n.
o non-négativité : d(x,y) > 0, @ Nous disposons donc comme précédemment d'une matrice de
- données :
e symmétrie : d(x,y) = d(y, x),
@ identité des indiscernables : x =y < d(x,y) =0, x1 [ x11 X1k X1,
e inégalité triangulaire : Vz (d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)).
X = X; Xi1 ... Xk coe Xip
Xn \ Xn1 Xnk Xnp
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Représentation Euclidienne des données (suite) Variance intra-classe
@ Rappelons que la distance Euclidienne (au carré) entre x; et x; vaut : e Soit C une partition. Notons |C| le nombre de classe de C. Notons
également C; une classe de C avec I =1,...,|C|.
d?(xi,x;) = ||Ixi — ;|| @ Par exemple : C = {{x1,x2,x3},{xa,x5},{x6}}, |C| = 3,
= <X,‘ — Xj, Xj — XJ'> G = {x17x2>x3}v G = {X4,X5} et (3 = {x6}'
p @ Le critere de partitionnement que nous allons étudier principalement
= Z(X,-k — xx)? est la variance (ou inertie) intra-classe d'une partition C :
k=1
1 @

@ La distance Euclidienne vérifie donc les propriétés précédentes. int, (C) = = Z Z [x — my||?
@ Remarque : il existe des distances qui sont autre qu'Euclidienne. 3 x€C (o)

Exemple la distance de “Manhattan” ou “city-block™ ou /5 :
oum; = |Tl,| Y _xec, X est le barycentre (vecteur moyen) de C;.

p
manh(Xi, X;) = § :’Xik — ] > On veut minimiser int,, donc on cherche C tel que les éléments d'un
—1 groupe sont proches de leur barycentre. On a alors des classes
homogeénes.
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Rappel du Sommaire Fondements de la méthode des k-moyennes

@ Méthode proposée initialement par Forgy en 1965 puis MacQueen en

e Méthodes classiques de classification automatique (introduction) 1967. L'algorithme usuel est celui décrit par Hartigan 1975.
@ k est un paramétre correspond au nombre de classes souhaités et qui
@ Les k-moyennes (k-means) doit donc étre donné par |'utilisateur.

@ La méthode cherche donc a minimiser int,, sous la contrainte que C
soit une partition en k classes.

@ L’'algorithme est une heuristique (le probleme est NP-complet) et
consiste a transférer un individu de sa classe actuelle a une autre si
cela permet de diminuer int,,.
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Algorithme des k-moyennes Algorithme des k-moyennes

@ Pseudo-code de I'algortihme des k-moyennes.

1  Input: X and k @ On distingue donc 2 phases :
2 Initialize C with k different clusters 1 Une phase d'initialisation : I'approche de base consiste 3 affecter
3 While a stopping criterion is not reached do aléatoirement les éléments dans k classes.
4 For all x € O do 2 Une phase d'itérations : I'algo calcule les distances Euclidiennes (au
5 For all C; € C do car.re) de ’;E)uslles ,elllements avecI les Farycegtres .(Ije touteis IesI classes
uis transfere les éléments vers les classes dont ils sont les plus
6 Compute d?(x, m;) P S > P .
7 End F proches. Chaque barycentre est alors mis a jour selon les éléments qui
F'nd Cor ] 7 constituent la classe apres les transferts.
8 'nd &/ = argimmc,cc (x, m)) @ Le critére d'arrét peut étre :
9 Move x from its current cluster to Cj« . .
; » un nb maximal d'itérations ou,
10 Update the mean vectors accordingly » la convergence du critére int,, (quand la valeur ne change plus bep) ou,
11 End For » la convergence de la partition C (quand il n'y a plus de transfert).
12 End While
13 OQuput: C
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Code R Code R (suite)

@ Application aux données du TP5 sur les candidats a |'élection
présidentielle de 2007 représentés dans le premier plan factoriel.

Plan factoriel (u1,u2)

< ) Besancenot
> res_kmeans=kmeans(cbind(f1,f2),centers = 5) N Nihous
Laguiller Buffet
> res_kmeans$cluster o ¢ Royal
[11 521144424435 ) _ Voynet
> res_kmeans$centers % = F BayroPe
[,1] [,2] E: all Sarkozy
1 -0.148141998 0.356495820 %
2 -0.564683222 0.315860312 3
3 0.001860403 -0.728753980 o |
4 0.215364045 0.012627602 i de Vlliers
5 -0.682717391 0.009615943 =
> res_kmeans$tot.withinss 10 05 0.0 05
[1] 02632774 Axe factoriel ul
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Avantages/Inconvénients (en bref)

o Avantages :

» Un des algorithmes des plus utilisés (si ce n'est pas le plus utilisé).

» Algorithme de complexité linéaire par rapport a n (si k et p sont
petits). On peut donc I'appliquer sur de grandes bases de données.

@ Inconvénients :

» On doit fixer le nombre k et si on n'a pas d’a priori cela peut poser un
probleme important.

» La phase d'initialisation est aléatoire et conditionne le résultat obtenu.

» Les classes trouvées dont de forme sphérique.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Alg. Lin. et Ana. de don. 405 / 420

Méthodes classiques de classification automatique (introduction)  La classification ascendante hiérarchique (CAH) de Ward

Fondements de la méthode

@ Proposé par Ward en 1963.
@ La matrice donnée en entrée est celle des distances Euclidiennes au
carré pour chaque pairde d'éléments de O x Q.
@ C’est un algorithme de classification hiérarchique ascendante :
» on commence par n classes (singletons/feuilles de I'arbre),
» a chaque itération on regroupe deux classes en une seule (ajout d'un
noeud dans |'arbre binaire),
» jusqu'a obtenir une classe regroupant tous les éléments (racine de
I'arbre).
@ A chaque itération les classes regroupées sont celles permettant de
minimiser int,,.
@ Le critére est donc le méme que pour les k-moyennes mais on utilise
ici une heuristique gloutonne conduisant a la détermination d'une
classification hiérarchique.

i
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Rappel du Sommaire

@ Méthodes classiques de classification automatique (introduction)

@ La classification ascendante hiérarchique (CAH) de Ward
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Algorithme de la CAH de Ward

@ Pseudo-code de la classification hiérarchique ascendante :

Input : D (squared euclidean distance matrix)

Initialize the tree representation with n leaves

While not all data points are grouped together do
Merge the two closest clusters according to some distance measure
Add a parent node in the tree representation accordingly

End While

Ouput : tree representation

~NOoO 1AW N

i
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Mise a jour des distances dans le cas de Ward

@ A I'étape 4 précédente, suposons que nous fusionnons C/ et Cj :

C',Ch)=arg min duaq(C, Cr
( /> l) g C),CyePt war ( P )
ol P! est la partition de O a I'itération t.
@ Il nous faut déterminer les distances de Ward entre la nouvelle classe
C/ U C et toutes les classes existances Cy € Pt
@ Dans le cas de Ward, ces nouvelles distances sont calculées comme

suit :

|G| + [ €]
dward(Ci, CFUC) = - + dward (Ck, C/f
(GO = ferrige gt G &)

|G| + |G|
* *dward Ck7Ct
G+ (G + ¢ art Lo )

| Ck|

_\Ck|+|C,*|+| ;,;|dward(Cl>C/’)
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Code R

@ Application aux données du TP5 sur les candidats a |'élection
présidentielle de 2007 représentés dans le premier plan factoriel.

> res_ward=hclust(dist(cbind(f1,f2)) ,method = "ward.D2")
> str(as.dendrogram(res_ward))
--[dendrogram w/ 2 branches and 12 members at h = 1.78]
| -- [dendrogram w/ 2 branches and 6 members at h = 0.839]

| |--[dendrogram w/ 2 branches and 2 members at h = 0.133]
| |--leaf 3
| ‘--leaf 4
‘--[dendrogram w/ 2 branches and 4 members at h = 0.464]

|

|

|

| | --[dendrogram w/ 2 branches and 2 members at h = 0.136]
| | |--leaf 2
|

|

|

|

| ‘--leaf 8

‘--[dendrogram w/ 2 branches and 2 members at h = 0.389]
|--leaf 1
‘--leaf 12
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Cas général : la formule de Lance-Williams

@ On montre que fusionner a chaque itération les classes dont la
distance de Ward est le plus petite conduit a diminuer au mieux int,,.

@ La formule de mise a jour de Ward est un cas particulier qui est
spécifiquement lié au critére int,,.

@ |l existe bien d’autres distances dans le cadre de la classification
hiérarchique ascendante.

@ La formule de Lance-Williams données en 1967 est une équation
paramétrique permettant de généraliser 7 distances proposées dans la
litérature.
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Code R (suite)

Cluster Dendrogram

Height

1

-

- o~
S

7

©

dist(cbind(f1, f2))
helust (*, "ward.D2")
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@ Nous pouvons couper I'arbre a tout niveau souhaité!

> cutree(res_ward,k = 3)

(1] 111122212231

> cutree(res_ward,k = 4)

[1] 112233313341

> cutree(res_ward,k = 5)

(1] 123344424451

@ Dans cet exemple coupé a 5 classes donne le méme résultat que les

k-moyennes.

Plan factoriel (u1,u2)

< . Besancenot
S Nihous
Laguiller Buffet
o Rayal
Schivardi Voynet

§ o BayralBOve
3 © Le Pen ©
s )
g g, Sarkozy
]
< =

hy

]

©

?‘ -

de Villiers

@

2

]

T T T
-1.0 -05 0.0 05

Axe factoriel ul

Axe factoriel u2

Axe factoriel u2

-0.6

-0.8

Plan factoriel (u1,u2)

. Besancenot
1 Nihous
Laguiller Buffet

J Royal

Schivardi Voynet

BayraBové
Le Pen ®
J Sarkozy
de Vlliers

-10 -05 0.0 05

Axe factoriel ul

Plan factoriel (u1,u2)

) Besancenot
1 Nihous
Laguyiller Buffet

J Royal

Schivardi _ Voynet

BayrolBove
Le Pen ®
, Sarkozy
de Vllliers

-10 -05 0.0 05

Axe factoriel ul
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Code R (suite) Avantages/Inconvénients

Plan factoriel (u1,u2)

@ Avantages :

. _ Besancenot » On ne fixe pas a priori le nombre de classes.
S Lag _n‘gr‘(PUS Buffet » La hiérarchie est plus informative que le partitionnement car elle
ul ° . e . , \ s
o | ° Royal permet de voir quelles classes ont été fusionnées a chaque étape. On a
° | schivardi Voynet donc plus d'information.
N o RayrolBQvé ini .
33 Le Pen Y @ Inconvénients :
S o » La stratégie est dite gloutonne : ce qui a été regroupé précédemment
T O o A 7 7 ’ . 1 H
o ! ne peut étre séparé. Donc I'algorithme est d'une certaine facon
* s sous-optimal.
' » La complexité en mémoire est quadratique (matrice de distances
$f donnée en entrée) et surtout la complexité du calcul est par défaut
. de Vllliers cubique. Il existe des méthodes permettant de réduire la complexité
? mais elle reste trop grande pour permettre a la méthode de traiter de
T T T N ’
-1.0 -05 0.0 05 tres grandes bases de données.
Axe factoriel ul
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Rappel du Sommaire Idée de I'approche hybride

@ On part d'une classification hiérarchique de Ward.

@ On coupe a un niveau donné.

@ La méthode de Ward est (par construction) sous-optimale pour
chaque niveau intermédiaire.

@ L'idée est donc d'améliorer le résultat de la partition obtenue en
utilisant les transferts de k-moyennes.

@ Cette approche peut également étre vue comme une solution pour
I'initialisation des k-moyennes (mais elle est coliteuse d'un point de
vue computationnelle).

@ Dans de nombreux logiciel d'ADD cette approche hybride est
implémentée par défaut.

@ Méthodes classiques de classification automatique (introduction)

@ Stabilisation de la CAH de Ward par les k-moyennes
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