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Motivations Contenu du cours

e Pourquoi I'agrégation des préférences ?

o Beaucoup de problemes font intervenir des données de type ordres,
classements, scores de jugement,. . .que les statistiques par exemple ne
traitent pas de maniere privilégiée.

o Parmi ces problemes, nombreux sont ceux ol il s'agit de déterminer un @ Représentation des préférences
consensus au sein de plusieurs relations de préférence. On parle alors o Opérateurs d'agrégation
d’'agrégation de préférences.

o Ces problemes se rencontrent dans de nombreuses disciplines a la fois
sur des aspects théoriques et pratiques : théorie des votes et choix @ Analyse relationnelle et ordres médians
social, aide a la décision multicritére, fusion d’information, recherche
d'information, intelligence artificielle (systémes multi-agent, méthodes
ensemblistes, ...), ...

o Les données relationnelles de préférence sont riches et permettent
d'exprimer et de modéliser beaucoup de comportements et de
probléemes de décision.

@ Méthodes de vote et théorie du choix social
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Représentation des préférences

Rappel du Sommaire

@ Représentation des préférences
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Représentation des préférences Notations et définitions

Rappel du Sommaire

@ Représentation des préférences
@ Notations et définitions
@ Relations binaires de préférence

© Opérateurs d'agrégation
© Méthodes de vote et théorie du choix social

@ Analyse Relationnelle et ordres médians
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Représentation des préférences

Principales sources du cours

o D. Bouyssou et P. Vincke, Relations binaires et modélisation des
préférences. Concepts et méthodes pour I'aide a la décision. Hermes.
2006.

o M. Oztiirk, A. Tsoukias et P. Vincke. Preference modelling. Multiple
Criteria Decision Analysis : State of the Art Surveys. Springer Verlag.
2005
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Représentation des préférences Notations et définitions

Relations binaires sur un ensemble A

Définition. (Relations binaires sur un ensemble A)

Soit A un ensemble fini d'éléments {a, b, c, ...} avec |A| = n. Une relation
binaire R sur A est un sous-ensemble du produit cartésien R C A x A, cad
un ensemble de paires ordonnées (a, b) € A x A. Si nous avons (a, b) € R,
ce que l'on notera par aRb alors on dit que I'élément a est en relation avec
I'élément b pour la relation R.
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Représentation des préférences Notations et définitions

Opérations sur les relations binaires

@ Soient R et T deux relations binaires sur A. Les relations binaires
étant des ensembles, nous pouvons leur appliquer les opérations de la
théorie des ensembles :

e Inclusion : R C T < (aRb = aTb).
e Union : a(RU T)b < (aRbV aTb).

o Intersection : a(RN T)b < (aRb A aTb).

@ On définit également le produit relatif entre relations :

o Produit relatif : a(R- T)b< 3k € A : aRk A kTb.

@ On notera T2 la relation T - T.
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Représentation des préférences Notations et définitions

Propriétés

o R=R=FR
e lr=RNR
e Pr=RNR
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Représentation des préférences Notations et définitions

Relations binaires associées

@ Etant donnée une relation binaire R, on introduit sa :

relation complémentaire, R : Va,b € A : aRb < —(aRb).
relation inverse, K : Va,be A : aRb < bRa.

relation duale, R : Va, b € A : aRb < bRa.

partie symétrique, Iz : Va,b € A : algb < aRb A bRa.
partie asymétrique, Pr : Va,b € A : aPrb < aRb A bRa.
relation d’équivalence, Ey :

aRk < bRk
Va,b € A:aEgb & Vk: { kRa < kRb
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Représentation des préférences Notations et définitions

Propriétés des relations binaires

@ Une

relation binaire R est dite :

o Réflexive ssi Va(aRa).

Irréflexive ssi Va (aﬁa).

Symétrique ssi Va, b(aRb = bRa).

Asymétrique ssi Va, b (aRb = bRa).

Antisymétrique ssi Va, b ((aRb A bRa) = a = b).

Ce qui est équivalent a ssi Va, b ((a # b) = (aRbV bRa)) ou encore
Va # b (aRb = bRa).

Complete ssi Va # b(aRb V bRa).

Transitive ssi Va, b, ¢ ((aRb A bRc) = aRc).

Négativement transitive ssi Va, b, ¢ ((aRb A bRc) = aRc).
Semi-transitive ssi Va, b, ¢, d ((aRb A bRc) = (aRd V dRc)).
de Ferrers ssi Va, b, c,d ((aRb A cRd) = (aRd V cRb)).
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Représentation des préférences Notations et définitions

Sur les relations d'équivalence

@ Une relation d’'équivalence est une relation binaire réflexive,
symétrique et transitive (par exemple Eg introduit précédemment).

@ Soit R une relation d'équivalence sur A. Etant donné un élément
a € A, on appelle classe d'équivalence associée a a, notée [a]Rg,
I'ensemble {k € A : aRk}. On a :

e ac[alg.
e Va,b € A, on a soit [a]g = [b]r, soit [a]r # [b]r-
@ Une relation d'équivalence induit donc une partition unique de A en
classes d’équivalence. L'ensemble de ces classes d'équivalence est
appelé le quotient de A par R et est noté A/R.
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Représentation des préférences Notations et définitions

Propriétés en termes ensemblistes
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R est symétrique < R = R.

® R est asymétrique & RN R = Q.

R est transitive < R2 C R.

°
@ R est semi-transitive < R-R- R C R.
@ R est de Ferrers & R-R-R C R.
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Représentation des préférences Notations et définitions

Propriétés sur les propriétés des relations binaires

@ Une relation asymétrique est irréflexive et antisymétrique.
@ Une relation compléte et négativement transitive est transitive.

@ Une relation asymétrique et transitive est négativement transitive.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Représentation des préférences Notations et définitions

Représentation graphique d'une relation binaire
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@ Une relation binaire R sur A peut étre représentée par un graphe
orienté (A, R) ou A est I'ensemble des sommets du graphe et R
I'’ensemble des arcs (paires ordonnées de sommets).

@ Notons qu'une relation symétrique peut &tre représentée par un
graphe non orienté ou les sommets sont reliés par des arétes (paires
non ordonnées de sommets).
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Représentation des préférences Notations et définitions

Exemple : relation d'équivalence

&)
G
\\ N
L
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Représentation des préférences Notations et définitions

Exemple : relation d’équivalence

Symétrie e. i)
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Représentation des préférences Notations et définitions

Exemple : relation d'équivalence

Réfléxivité

G\J.
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Agrégation des préférences

Représentation des préférences Notations et définitions

Exemple : relation d’équivalence

Transitivité

R
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Agrégation des préférences

N
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Représentation des préférences Notations et définitions Représentation des préférences Notations et définitions

[llustration graphique des propriétés des relations [llustration graphique des propriétés des relations
o a b c d a b c d
Réfléxivité : Co ° ° ° Transitive ® ° ok ~e
—_ v Y — Y —
a b c d
Irréfléxivité : ° v® °y °
a b c d b c b c
e — o e oo
Symétrie : — »° G. ° Semi-transitive : ‘( ou ( )
a b (o d .\_J. [ J )
Asymétrie : ° ° ° ° a d a d
~——— Y
a b c d
Antisymétrie : ° ) Co ° b c b c
[ Y ~® [ [ )
3 b c d De Ferrers : ( ) ou ( )
N 4 e
Complete : o & ° —e ° ® o e o
\_J \_J
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Représentation matricielle d'une relation binaire Relations binaires associées et représentations matricielles

@ Une relation binaire R sur A peut étre représentée par une matrice
carrée de dimension |A|, notée R. Son terme général est défini de la

N . @ Soit une relation binaire R, et sa représentation matricielle R on a les
maniere suivante :

termes généraux des représentations matricielles des relations binaires

1 siaRb > .
R,y = . associées suivants :
0 sinon
@ La représentation matricielle de I'exemple précédent (relation o relation complémentaire : Va,b € A : R,, =1 — R,p.

d'équivalence) est la suivante : 5
o relation inverse : Va,b € A : R, = Ry..

relation duale : Va,b € A : IA?ab =1—Rp,.

partie symétrique : Va,b € A : (Ig)ap = Rap A R.p.

partie asymétrique : Va, b € A : (Pgr)a = Rap A R.s.

N O Q O T L

O OO =+ W
O OO H=MF= O
O OO = HF=H 0O
= O O OO Q
O OO OO o
H O O OO ™
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Représentation des préférences Notations et définitions

Relations binaires associées et représentations matricielles
(suite)

@ Soit une relation binaire R, et sa représentation matricielle R on a les
représentations matricielles des relations binaires associées suivantes :

o relation complémentaire : R =U — R.

~

relation inverse : R = R!.

.

o relation duale : R=U — R.

v

partie symétrique : Ir = RAR.

partie asymétrique : Pg = R A R.

ol U est la matrice remplie de 1; R est la transposée de R; RAT
est |'opération d'intersection (ou de conjonction) terme a terme entre

les deux matrices.
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Rappel du Sommaire
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@ Représentation des préférences
@ Notations et définitions
@ Relations binaires de préférence

© Opérateurs d'agrégation
© Méthodes de vote et théorie du choix social

@ Analyse Relationnelle et ordres médians

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 27

Représentation des préférences Notations et définitions

Propriétés matricielles des relations binaires

@ Soit R la représentation matricielle de la relation binaire R :

e une relation binaire réflexive est telle que Va: R,; = 1.
(1 partout sur la diagonale)

e une relation binaire irréflexive est telle que Va: R,; = 0.
(0 partout sur la diagonale)

e une relation binaire symétrique est telle que Va, b : R, = Rp,.
(matrice symétrique)

o une relation binaire asymétrique est telle que Va, b: R;p =1 — Rp,.
(matrice asymétrique)

o R est transitive si Va, b : [R- R],, < R ol - est le produit matriciel
booléen donné par :

R-Tlo=\/ (Rak A Tie)
keA

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

2 e b s oo
Relations /, J, P issues de R
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o Etant donnée une relation binaire R réflexive !, pour toute paire
(a, b), on aura une et une seule des quatre situations suivantes :
° (aRb/\ bRa), notée algb, que I'on interprete comme
“a est indifférent de b".
° (aﬁbA bﬁa), notée aJgrb, que |'on interpréte comme
“a est incomparable a b".
o (aRb A bRa), notée aPgb, que I'on interpréte comme
“a est strictement préféré a b".
o (aRb A bRa), notée bPra, que I'on interpréte comme
“b est strictement préféré a a".

@ Ces situations sont résumées par l'intermédiaire du tableau suivant.
S'il n'y a pas de confusion possible, on notera I, J, P a la place de
IR, IR, PR : _

| bRa bRa
aRb | alb aPb
aRb | bPa aJb

1. On supposera dans toute la suite que R est réflexive sauf mention contraire.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Propriétés des relations /., J, P

I et J sont symétriques.
| est la partie symétrique de R (cf relations binaires associées a R).
J est la partie symétrique de R.

P est asymétrique.

Les trois relations P, I, J sont :

e mutuellement exclusives : PN I =PNJ=1NJ=0,
e exhaustives : PUPU I U J = AZ.

Remarque : on pourra trouver dans la littérature les notations
suivantes, = (“préféré ou indifférent a”) au lieu de R, = (“strictement
préféré 3" ) au lieu de P et ~ (“indifférent a") au lieu de /.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

s e b s
Exemple (Calcul de /)
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Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a a),(a b),(a,c) (a,e) (b, a),(b,b), (b, c),(c,b),(c,c)(d,a),
(d,b),(d,c),(d,d),(e,a),(ec) (e, e)}.

%a, a), (a, b),(a, e), (b, a), (b, b), (b, c),(c,b),(c,c),(d,d),(e,a),

Représentation matricielle :

/=
(e.)

Représentation graphique :

a b ¢ d e bO Od

a/1 100 1 ' .
b1 11 0 0 e
lI=clo 11 0 0 N

dlo oo 1 0 1

C

e\1 00 0 1 G5 (5
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a, a),(a b),(a,c) (a,e) (b, a),(b,b), (b, c)(c,b),(c,c)(d,a),
(d,b),(d,c),(d,d), (e, a),(ec), (e e)}.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e b{.l/_\{.)d
a/1 110 1
b1 11 0 0 e
R=c|0 11 0 0 S N
dl1 1110 v Ve
e\1 01 0 1 GEE—5
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple (Calcul de J)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a e), (b, a),(b,b),(b,c),(c,b),(c,c),(d,a),
(d,b),(d,c),(d,d), (e, a),(ec), (e e)}

J= {(bv e)a (ba e)a (d: e)7 (ea d)}

Représentation matricie”e . Représentation graphique :

a b c d e b
a/0 00 00 o o d
b[o o0 o0 1 &_%e
J=c|0 00 00 *
dl{0 0 0 0 1 . .
e\0 101 0 2 ‘
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ST M
Exemple (Calcul de P)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a,b),(a,c),(a e),(b,a), (b, b),(b,c),(c,b),(c,c),(d,a),
(d,b),(d,c),(d,d), (e, a),(ec) (e e)}

P ={(a,c),(d,a),(d,b),(d,c), (e, c)}.

Représentation matricie”e . Représentation graphique :

d

a b c e b
a/0 0100 T Ted
bl 0O O 0 0 O e
P=c|0 0 0 0 0 ¢
d{1 1 1 0 0 . .4/
e\0 0 1 00 —
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'une relation d'ordre total (ou complet)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a,b),(a, c),(a,d),(a,e), (b, b), (b, c),(b,d),(b,e),(c,c),
(c,d),(c,e),(d,d),(d,e), (e e)}.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e
bf.)/\»@d
afl1 1111 .
plo 1 1 1 1 ey
R=c¢c|0 0 1 1 1 /
dl{o 0 0 1 1
° ®C
e\0 00 0 1 a
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Relation d'ordre total (ou complet)

Définition.

R est une relation d’ordre total ssi :
@ R est compléte.
@ R est transitive.

@ R est antisymétrique.

@ Pour une relation d’ordre total :

o J est vide (en raison de la complétude).

| est I'ensemble {(a, a)}.ca.

P est transitive.

Il n'y a pas d'ex-aequo possible.

On peut permuter les objets de telle sorte a ce que la représentation
matricielle fasse apparaitre une partie triangulaire.

o /-PCP.

e P-ICP.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'un ordre total (Calcul de /)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a e), (b, a), (b, b), (b, c), (b, d),(b,e),
(c,c),(c,d),(c,e),(d,c),(d,d),(d,e), (e e)}.

I = {(av a): (ba b)7 (Cv C)? (dv d)? (ea e)}

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e bO {70'
a/l1 0 0 0 O ¢
b[o 1 0 0 o0 ey
I=c|{0 0 1 0 O
di{o 0 0 1 0
° ®C
e\o 00 0 1 GS (3
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'un ordre total (Calcul de J) Exemple d'un ordre total (Calcul de P)
Soit A = {a, b, c,d, e} et soit Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a a),(a,b),(a; ), (a,d), (a,€), (b, a), (b, b), (b, c), (b, d), (b, e), R ={(a,a),(a b),(a,c),(a,d),(a e), (b a),(b,b), (b, c), (b, d),(be),
(c, <), (e, d), (c,€). (d, ), (d. d), (d, e), (e, €)}. (¢, <), (e, d), (c,€). (d, ), (d, d). (d, e), (e, €)}.
J=0. P ={(a,b),(a,c),(a,d),(a,e),(b,c),(b,d),(b,e),(c,d),(c,e),(d, e)}.
Représentation matricielle : Représentation graphique : Représentation matricielle : Représentation graphique :
a b c d e b a b c d e b
2/0 00 00 . od 2/0 11 11 °/\‘°d\‘
b0 0 0 0 O € b0 0 1 1 1 e
J=¢|0 0 0 0 O P=c¢c|0 0 0 1 1 /
dl{o 0 0 0 O . .c dlo 0 0 0 1 . g
e\0 0 0 00 a e\0 0 0 0 0 a—
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Relations binaires de préférence Relations binaires de préférence
Représentation numérique d'une relation d'ordre total Relation de préordre total (ou complet)
Théoreme. Déf|n|t|on

R est une relation d’ordre total ssi il existe une fonction g : A — R telle R est une relation de préordre total ssi :

que, Va,b € A : @ R est compléte.
{ aRb < g(a) > g(b) @ R est transitive.
g(a) =g(b)=a=0b

@ Pour une relation de préordre total :

o J est vide.

| est transitive (relation d’équivalence).

P est transitive et négativement transitive.

Les ex-aequo sont possibles.

I-PCP.

P-1CP.

La relation R induit un ordre total sur I'ensemble quotient A/R.

On peut permuter les objets de facon a ce que la représentation
matricielle fasse apparaitre une “frontiére en escalier” (entre les 1 et les
0).

@ Remarque : la représentation numérique d'une relation d'ordre total
n'est pas unique.

@ Exemple : pour I'exemple précédent la fonction g telle que
g(a) =5,g(b) =4,g(c) =3,g(d) =2,g(e) =1 est une
représentation numérique. Ainsi, toute transformation monotone
croissante de g est également une représentation numérique. Par
exemple, h(a) = 0.9, h(b) = 0.8, h(c) = 0.7, h(d) = 0.6, h(e) = 0.5
est une autre représentation numérique.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'une relation de préordre total (ou complet)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a,b),(a,c),(a d),(a,e),(b,a),(b,b), (b, c),(b,d),(b,e),
(c,c),(c,d),(c,e),(d,c),(d,d),(d,e), (e e)}.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e bO/\;Qd
af1 1111 ’ ™
b1 1 1 1 1 eD
[ J
R=c¢c|0 0 1 1 1 j
di{o 01 1 1
° ®C
e\o 00 01 Go—0
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Geltans Ui o s
Exemple de préordre total (Calcul de J)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a e), (b, a), (b, b), (b, c), (b, d),(b,e),
(c,c),(c,d),(c,e),(d,c),(d,d),(d,e), (e e)}.

J=0.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e b
a/0 0 0 0 O ° od
bl0 0 0 0 O f
J=¢c|0 0 0 0 O
dlo oo o0 o0 . e
e\0O O 0 0 O a
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple de préordre total (Calcul de /)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a,e),(b,a),(b,b), (b, c),(b,d),(b,e),
(c,c),(c,d),(c,e),(d,c),(d,d),(d,e), (e e)}.

I ={(a,a),(a, b),(b,a),(b,b),(c,c),(c,d),(dc)(d,d),(ee)}.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e bO Od
a/fl1 1 0 0 O !
b1 1 000 ey
I=c|0 0 1 1 0
d{o 0 1 1 0
° ®C
e\o 0001 G5 (3
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple de préordre total (Calcul de P)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a e), (b, a), (b, b), (b, c), (b, d),(b,e),
(c,c),(c,d),(c,e),(d,c),(d,d),(d,e), (e e)}.

P ={(a,¢),(a,d),(a,€), (b, ), (b,d),(b,e),(c,e), (d,e)}.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e b
2/0 0 1 1 1 « [ 2ed
blo 0 1 1 1 \e
P=clo o0 o0 0 1 [
dlo o o o0 1 . /
e\0 0 0 00O a—
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Représentation numérique d'une relation de préordre total

Théoreme.
R est une relation de préordre total ssi il existe une fonction g : A — R
telle que, Va, b € A :

aRb < g(a) > g(b)

De maniere équivalente, R est une relation de préordre total ssi il existe
une fonction g : A — R telle que, Va,b € A :

{ aPb < g(a) > g(b)
alb < g(a) = g(b)

@ Remarque : comme pour les ordres totaux, la représentation
numérique d'une relation de préordre total n’est pas unique.

@ Une représentation numérique de I'exemple précédent pourrait étre la
suivante :
g(a) =0.85,g(b) = 0.85,g(c) = 0.45, g(d) = 0.45,g(e) = 0.4.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 45

Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'une relation de semi-ordre

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit

R ={(a,a).(a,b),(a,c),(a d),(a,e),(a,f),(b,a), (b, b), (b, c), (b, d),
(b,e),(b,f),(c,b),(c,c),(c,d),(c.e),(c,f),(d, c),(d,d),(d,e),(d,f),
(e,c),(e,d),(e,e), (e, f),(f,e),(f, )}

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e f
a/1 1 1 1 1 1 O
b1 111 1 1 b'/\‘g\fﬁf
R_Ccl0o1 1111
dlo o 1 1 1 1
elo 0o 1 1 1 1 S SVt
F\0o 0 0 0 1 1 a UE\/O
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Relation de semi-ordre

Définition.
R est une relation de semi-ordre (également appelée quasi-ordre) ssi :
@ R est compléte.

@ R est de Ferrers.

@ R est semi-transitive.

Pour une relation de semi-ordre :
o J est vide.
o P est transitive, de Ferrers, et semi-transitive.
e P.-I-PCP.
e P-P-ICP.
)
o

I-P-PCP.
Un semi-ordre correspond a un modele de préférence avec un seuil de
discrimination fixe.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple de semi-ordre (Calcul de /)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit

R ={(a a),(a,b),(a; ), (a,d), (a, ), (a, f), (b, a), (b, b), (b, ), (b, d),
(b, e), (b, f),(c, b), (¢, ), (¢, d), (c,e), (¢, f),(d, c), (d, d),(d; e),(d, f),
(e,c),(e,d), (e e), (e, f),(f,e), (f, )}

I'={(a,a),(a b), (b, a),(b,b),(b,c),(c,b),(c,c), (¢, d),(ce),(d; c),
(d, d),(d;e), (e, c), (e d), (e e) (e f) (f e),(f,f)}

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e f
a/l 100 00 ) O
b1 1 1 0 0 O ! O
_cfor 1110
dlo o 1110
el0 0 1 1 1 1 .
F\O 0 0 0 1 1 5

]
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple de semi-ordre (Calcul de J)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit

R ={(a,a).(a,b),(a,c),(a d),(a,e),(af),(b,a), (b, b), (b, c), (b, d),
(b,e),(b,f),(c,b),(c,c),(c.d),(c.e),(c,f),(d, c),(d,d),(d,e),(d,f),
(e,c),(e,d), (e, e), (e ), (f,e),(f, )}

J=0.

Représentation matricielle : B . .
Représentation graphique :

a b c d e f

a/0 0 0 0 0 O
bl0O 0 0 O 0 O b, . . f

j_ ¢ 0 000 0O
dl0 0 0 0 0 O
el0 0 0 O 0 O o o e €
f\0O 0O 0O O OO d ¢
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Préordre total associé a un semi-ordre

@ Soit R une relation binaire sur A. La relation R* sur A définie par,
Va,be A :
bRk = aRk

+ .
aR b@VkGA.{ kRa — kRb

est appelée trace de R.

@ La trace d'une relation binaire est par construction réflexive et
transitive.

Théoreme.

Soit R une relation binaire réflexive sur A. R est un semi-ordre ssi sa trace
R* est compléte.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple de semi-ordre (Calcul de P)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit

R ={(a,a).(a,b),(a,c),(a d),(a,e),(af),(b,a), (b, b), (b, c), (b, d),
(b,e),(b,f),(c,b),(c,c),(c.d),(c.e),(c,f),(d,c),(d,d),(d,e),(d,f),
(e,c),(e,d), (e, e), (e f),(f,e),(f, )}

P ={(a,c),(a,d),(a,€),(a, ), (b, d), (b, e), (b, f),(c, f),(d, )}.

Représentation matricielle : B . )
Représentation graphique :

d

b. /\oi_/—;.f

O O O OO w
OO OO o T

N 0O Q O T L
OO O OO+ 0O
OO OO+
OO OO, H O
O K K Bk X

0 0
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Exemple de semi-ordre (Calcul de R¥)

0
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Soit A = {a, b, c,d, e} et soit

R = {(av a): (37 b): (aa C)v (a: d)a (a7 e): (37 f)a
(bse),(b,f),(c,b),(c,c),(c,d),(c,e),(c,f),
(e,c),(e,d),(e,e), (e, f),(f,e),(f, )}

R*={(a a).(a,b),(a,c),(a,d),(a €), (a,f), (b, b), (b, ), (b, d),
(b,e), (b, ), (c,c), (¢, d),(c,e),(c,f),(d,d),(d,e),(d, ), (e e),
(e,f),(f,)}.

Représentation matricielle :

(b, a), (b, b), (b, c), (b, d),
(d,c),(d,d),(d,e),(d,f),

a b c d e f

a/1 1 1 1 11

b{O0O 1 1 1 1 1

Rt _ € 0 01 1 11
dlo 0 0 1 1 1

el0 0O 0O 0 1 1

f\0 0O 0O O 0 1
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Représentation numérique d'une relation de semi-ordre

Théoreme.

R est une relation de semi-ordre ssi il existe une fonction g : A — R et
une constante q > 0 (seuil de discrimination fixe) telles que, Ya, b € A :

aRb < g(a) > g(b) — g

De maniére équivalente, R est une relation de semi-ordre ssi il existe une
fonction g : A — R telle que, Va, b € A :

{ aPb < g(a) > g(b)+ g
alb < |g(a) —g(b)| < q
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Représentation numérique de la relation de semi-ordre de
I'exemple

@ On peut commencer par choisir une valeur arbitraire pour g, g =1
par exemple. Puis la fonction g sera construite en associant des
valeurs croissantes aux éléments f, e, d, ¢, b, a tout en satisfaisant la
représentation numérique souhaitée. Si on souhaite des valeurs
comprises entre 0 et 4 par exemple une solution est alors la suivante :
g(f)=0,g(e) =0.5,g(d) =1.1,g(c) =1.2,g(b) = 2.15,g(a) = 3.

@ Si on associe Va, l'intervalle [g(a), g(a) + g] alors nous avons la
représentation suivante en termes d'intervalles :

a
C
e
ﬁ_
0 1 2 3 4
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Représentation numérique d'une relation de semi-ordre

@ Remarques :

o Permet de comparer des objets évalués numériquement en introduisant
un seuil constant en-dessous duquel une différence n'est plus considérée
comme significative d'une relation de préférence stricte. Dans ce cas, la
relation d'indifférence n’est pas transitive.

o Comme pour les ordres totaux, la représentation numérique d'une
relation de semi-ordre total n'est pas unique.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Relation d'ordre d'intervalle

Définition.
R est une relation d’ordre d’intervalle ssi :
@ R est compléte.

@ R est de Ferrers.

@ Pour une relation d'ordre d’intervalle :

o J est vide.

o P est transitive, et de Ferrers.

e P-I-PCP.

o La relation d'ordre d'intervalle généralise les autres relations binaires de
préférences.

e Un ordre d'intervalle correspond a un modele de préférence avec un
seuil de discrimination variable.
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Exemple d'une relation d'ordre d'intervalle

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit

R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a e)(af),(b,a), (b, b),(b,c),(b,d),
(b, e),(b,f),(c,b),(c,c),(c,d),(c,e),(c f),(d c)(d,d),(d,e)(d,f)
(e,c),(e,d), (e €), (e ), (f,c)(f,e),(f, )}

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e f
a/1 11 1 11 ) O
b d L)
bl1 111 11 TP A
R_clo1r 1111
“dlo o111 1
elo o111 1 ) Ve
F\o 01 0 1 1 a E AN

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Geltans Ui o s
Exemple d'ordre d’intervalle (Calcul de J)
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Soit A = {a, b, c,d, e} et soit

R ={(a,a).(a,b),(a,c),(a d),(a,e),(a,f),(b,a), (b, b), (b, c), (b, d),
(b,e),(b,f),(c,b),(c,c),(c,d),(c.e),(c, ), (d,c),(d,d),(d,e),(d,f),
(e,c),(e,d),(e,e), (e, f),(f,e),(f, )}

J=0.

Représentation matricielle : , . )
P Représentation graphique :

a b c d e f

2/0 0000 0

b[0o 00 0 0 0 b, od S
,_clooo oo

dlo oo o0 o0 o0

elo oo o0 o0 o0 . . e

f\o 00 o0 0 0 a c
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'ordre d'intervalle (Calcul de /)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit

R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a e)(af),(b,a), (b, b),(b,c),(b,d),
(b, e),(b,f),(c,b),(c,c),(c,d),(c,e),(c,f),(d,c),(d,d),(d,e),(d,f),
(e,c),(e,d), (e, e), (e f),(f,e),(f, )}

I'={(a,a),(a, b),(b,a), (b, b), (b, c),(c,b),(c,c),(c,d),(c,e)(c,f),
(d,c),(d,d),(d,e), (e c), (e d),(ece), (e f)(f,c)(f,e)(f, f)}

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b c d e f
a/1 1 0 0 0 O bO Oy OFf
b1 1 1 0 0 O Y °
| — cl0 1 1 1 1 1 \AQ%)
dl{o 01 1 10
el0 O 1 1 1 1 ) .
f\o 0 1.0 1 1 Ca CONSEN)
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Exemple d'ordre d’intervalle (Calcul de P)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit

R = {(av a): (37 b)7 (aa C)v (a: d)a (a7 e): (37 f)a
(bse),(b,f),(c,b),(c,c),(c,d),(c,e),(c,f),
(e,c),(e,d),(e,e), (e, f),(f,e),(f, )}

P ={(a,c),(a,d),(a,€),(a,f),(b,d),(b,e),(b,f),(d f)}.

(b, a), (b, b), (b, c), (b, d),
(d,c),(d,d),(d,e),(d,f),

Représentation matricielle : , . )
P Représentation graphique :

a b c d e f
a/0 01 1 1 1
blo oo 111 Oy o a—
c|l0O 0O 0O 0 0 O
d{o 0 0 0 0 1
el{0 O 0O 0 0 O ,/N. e
f\0 0 0 0 00 ¢
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Préordre total associé a un ordre d’intervalle Exemple d'ordre d'intervalle (Calcul de R et R™)
@ Soit R une relation binaire sur A. Les relations RT et R~ sur A Soit A ={a, b, c,d, e} et soit
définies par, Va, beA: R = {(av 3)7 (37 b)7 (37 C)v (37 d)a (av e)7 (av f)7 (b> 3)7 (bv b)7 (b, C), (b> d)a
(b,e), (b, f),(c.b),(c,c),(c,d),(c,e),(c,f),(d,c),(d, d),(d,e),(d,f),
aR™b < (Vk € A : bRk = aRk) (e, c),(e,d), (e, e), (e f),(f,e),(f,f)}.
Représentations matricielles :
et
aR™ b < (Vk € A : kRa = kRb) a b c d e f a b c d e f
sont respectivement appelées trace a droite et a gauche de R. a/l 11111 a /i 11111
o b|1 1 1 1 1 1 b|O 1 1 1 1 1
@ Ces relations binaires sont par construction réflexives et transitives. Rb_ € 0011 1 1 R © 0010 1 1
Théoreme ~dl0 0 0 1 1 1] ° ~d|0 01 1 1 1
' 1 11 1 11
Soit R une relation binaire réflexive sur A. R est un ordre d’intervalle ssi e|f0 0o b 0
< e ot \ f\0 0 0 0 01 f\0O 0 1 0 1 1
sa trace a droite R™ est compléte. De maniére équivalente, nous avons
également : R est un ordre d'intervalle ssi sa trace 3 gauche R~ est Remarque : si I'on range les lignes de la représentation matricielle selon un
compléte. ordre compatible avec R™ et les colonnes selon un ordre compatible avec
R™, on peut obtenir une “frontiere en escalier”.
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Relations binaires de préférence Relations binaires de préférence
Exemple d'ordre d’intervalle (représentation matricielle Représentation numérique d'une relation d’ordre
avec “frontiere escalier”) d’intervalle
Théoreme.

Représentation matricielle tenant compte des ordres engendrés par R™ et
R~

R est une relation d’ordre d’intervalle ssi il existe deux fonctions
g:A—Retqg:R— R (seuil de discrimination variable qui dépend du
niveau) telles que, Va, b € A :

aRb < g(a) + q(g(a)) = g(b)

De maniere équivalente, R est une relation d’ordre d'intervalle ssi il existe
deux fonctions g et q telles que, VYa, b € A :

{ aPb < g(a) > g(b) + q(g(b))
alb < (g(a) < g(b) + q(g(b))) A (g(b) < g(a) + a(g(a)))

N O Q O T L

Coo0OoORF Y
cCooOo R, KRR o
O R HFHEFH B O
O = T S S SO S o)
I N = T = S =TS SO, )
e = = = S =TS SO
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Représentation numérique de la relation d'ordre d’intervalle
de I'exemple

@ On peut construire une représentation numérique de la structure
d'ordre d'intervalle de I'exemple en commencant par choisir
arbitrairement dans |'ordre croissant de la derniere a la premiere
colonne de la matrice (les colonnes ayant été rangées selon R™), les
valeurs de la fonction g. Par exemple
g(f) =0,g(e) = 5,8(c) = 10,g(d) = 15,g(b) = 20,g(a) = 25.

@ Ensuite, les valeurs g + g, sont définies dans |'ordre croissant de la
derniére a la premiére ligne de la matrice (les lignes ayant été rangées
selon R™) tout en satisfaisant a la représentation voulue. Par
exemple : (g + q)(f) =12, (g + g)(e) = 17, (g + q)(d) =
19, (g + q)(c) = 23, (g + q)(b) = 28, (g + q)(a) = 30.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Sur les modeles de préférence a seuil

o llIs sont utilisés lorsque |'évaluation numérique des éléments de A ne
peut s'effectuer de maniére précise (ie par un nombre).
@ Dans ce cas, |'évaluation peut se faire par le biais d’intervalles :
Vae A:[g(a) g(a) + a(g(a))] = [fa, ua].
@ Pour comparer ces élements au sens d'une relation binaire :
e Pour qu'il y ait une préférence il faut que les intervalles soient disjoints :

aPb < I, > up
alb & (/a < Ub) N (/b < Ua)

On est dans ce cas sur des ordres d'intervalles.
o Si de plus les intervalles sont de longueurs identiques alors on est dans
ce cas sur des semi-ordres.
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Représentation en termes d'intervalles de la relation
d'ordre d'intervalle de |I'exemple

e Si on associe Va, I'intervalle [g(a), g(a) + q(g(a))] alors nous avons la
représentation suivante en termes d'intervalles :
E]
—
—

Cc
e

S —
0 5 10 I5 20 25 30
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Relations entre les différents types de préférences
Ordre d'intervalle
Si seuil constant
Semi-ordre
Si | transitif
Préordre total
Si pas d'ex-aequo

Ordre total
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Représentation des préférences Relations binaires de préférence

Relations de préférence partielles

@ Nous avons considéré précédemment que R était complete. Cette
hypothése peut étre criticable, en effet, il est possible que :

o I'on dispose de tres peu d'information sur un ou plusieurs des éléments
de A,

o les objets a comparer ne sont peut étre pas tous familier a la personne
devant les comparer.

o ...

@ Dans ces cas, les relations d'incomparabilité J sont non-vides (J # ().

@ Les résultats relatifs aux ordres et préordres totaux restent
globalement vrais pour les ordres et preordres partiels.
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J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 71

Opérateurs d’agrégation

Rappel du Sommaire

© Opérateurs d'agrégation
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Opérateurs d'agrégation Introduction

Rappel du Sommaire

@ Représentation des préférences

© Opérateurs d'agrégation

Introduction

Propriétés mathématiques élémentaires

Propriétés algébriques

Les moyennes

Les moyennes quasi-linéaires

Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
Poids dans les opérateurs WAM et OWA
Ensembles flous, t-normes et t-conormes

Intégrales de Choquet

© Méthodes de vote et théorie du choix social
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Opérateurs d’agrégation Introduction

Exemples d’application

i dtnczom
Qu'est-ce qu'un opérateur d'agrégation ?

o Exemples d'application :

o Les notes obtenues par un étudiant dans m matiéres. Dans ce cas on
agrége des valeurs numériques appartenant a [0, 20] afin d’obtenir une
note générale appartenant a [0, 20].

o Les degrés de satisfaction d'un projet vis a vis de m critéres. Dans ce
cas, il s'agit d’agréger m valeurs numériques de [0, 1] par exemple afin
d'obtenir une valeur comprise entre 0 et 1 qui résume celles-ci.

o Les scores obtenus par un sportif jugé par m juges lors d'une
compétition. Dans ce cas, les scores sont des valeurs numériques entre
0 et 5 par exemple et il s'agit de combiner ces scores afin d'obtenir un
score final.

@ Le probleme d’agrégation consiste a combiner m objets appartenant
a un ensemble donné en un objet de cet ensemble.

@ Dans ce cours, nous nous intéressons aux opérateurs ou fonctions
d’agrégation. Dans ce cas, il s'agit de combiner m valeurs
numériques appartenant a R, en une seule.

@ Dans notre contexte, nous supposons qu'il y a n alternatives
(étudiants ou projets ou sportifs par exemple) et m attributs (resp
matiéres ou criteres ou juges par exemple). L'opérateur d’agrégation
permet alors de combiner pour chacune des n alternatives ses m
valeurs numériques.
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Uit Ul
Echelles numériques ordinales ou cardinales Echelles numériques cardinales
e Notons aj, b, ¢j, d; des valeurs numériques de R prises par quatre

alternatives a, b, ¢, d pour I'attribut j. Parmi les échelles numériques
cardinales, on distingue les :

@ Les valeurs a agréger appartiennent a des échelles numériques qui
peuvent &tre de deux types :

o échelles ordinales : les valeurs ont pour unique signification la o échelles d’intervalles : les valeurs sont définies a une transformation

définition d'une relation d'ordre sur |'échelle, les distances ou
différences entre valeurs n'ont pas de signification particuliére et ne
peuvent étre interprétées.

Par exemple, les valeurs sont des rangs (des entiers naturels) attribués
a l'alternative. De maniere générale, les représentations numériques
des relations d’ordre et de préordre (qui ne sont pas uniques - cf
cours sur la représentation des préférences).

o échelles cardinales : les valeurs ne sont pas arbitraires et sont telles

que les différences et distances entre valeurs ont une signification.
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linéaire positive prés : ¢(aj) = raj + s avec r > 0 et s € R. Dans ce
cas, la position du zéro est purement conventionnelle et les ratios entre
: : : cai—h _ #(a)—o(by)

intervalles sont |nvar|a[1ts =4 T de)ald) -

Par exemple, les températures exprimées en Degré Celcius et en
Farenheit : ¢(a;) = 1.8a; + 32

échelles de ratios : les valeurs sont définies a une constante
multiplicative positive prés : ¢(a;) = ra; avec r > 0. Dans ce cas, un
zéro réel existe et les ratios entre valeurs sont indépendants de ¢ :

3 _ (&)

b (b)) _ o _

Par exemple, les distances en kilometres et en miles : ¢(a;) = 0.62137a;
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Opérateurs d’agrégation Introduction

Cas ol les criteres ont des types d'échelle différents

@ Dans ce cours, nous supposerons que les attributs sont tous
exprimés dans une échelle commune :

o Les attributs s'expriment toutes dans une échelle ordinale :
représentation numérique des attributs dans une échelle commune et
agrégation de ces valeurs

o Les attributs s'expriment toutes dans une échelle cardinale :

e s'il s'agit de la méme échelle cardinale alors agrégation des valeurs
initiales

e s'il s'agit d'échelles différentes alors représentation des valeurs
dans une échelle commune et agrégation de ces valeurs

o Les attributs s’expriment soit dans une échelle ordinale soit dans une
échelle cardinale : représentation numérique des valeurs dans une
échelle commune et agrégation de ces valeurs

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Introduction

Exemples d'échelles
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Voitures prix conso. niv. niv.
(euros) | (1/100 km) | poll. confort
a 10k 6.5 A Mauvaise
b 20k 7.6 A Bonne
c 25k 7.5 B Moyenne
d 30k 8.2 C | Trés bonne

@ Si les échelles sont différentes, on transforme les données en degrés
de satisfaction qui sont des valeurs numériques dans [0, 1] :

Voitures prix conso. niv. niv.
(euros) | (1/100 km) | poll. | confort
a 1 0.9 1 0
b 0.5 0.6 1 0.5
c 0.25 0.55 0.5 0.3
d 0 0.2 0.1 1

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Agrégation des préférences

2014-2015 / 79

Opérateurs d’agrégation Introduction

Exemples d'échelles

Etudiants H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. ‘

a 15 16 13 11
b 12 13 12 16
c 12 17 14 12
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Opérateurs d'agrégation Introduction

Notations et formalisation du probléeme

Agrégation des préférences

Nous avons les données suivantes :

@ Ensemble des alternatives A = {a, b,c,d,...} avec |A| =n

e Ensemble des attributs ou criteres C = {1,2,3,4,..., m} avec
ICl=m

@ Valeurs numériques prises par les alternatives pour chaque critére :
VjeC,Vac A:aeR,

@ Ensemble des profils des alternatives qui est un ensemble de vecteurs

tel que Va € A on lui associe le vecteur a = (a1, az,...,am) € R™
’ Alternative H Attr. 1 | Attr. 2 ‘ ‘ Attr. m H Valeur agrégée ‘
a ai ar . am A(a)

b by by o bm A(b)

ot A:R™ — R est un opérateur d’agrégation qui a tout profil a lui
associe une valeur numérique A(a) = A(a1, a2,...,am) € R.
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Opérateurs d’agrégation Introduction

Exemple de probleme d'agrégation de valeurs numériques

Etudiants H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Valeur agrégée

a 15 16 13 11 7
b 12 13 12 16 7
c 12 17 14 12 7
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Opérateurs d'agrégation Introduction

Exemples d'application

@ Résumer des valeurs exprimées par plusieurs “juges” ou “experts” en
une seule

o Agréger les valeurs exprimées par plusieurs critéres pour faire de I'aide
a la décision

@ Meilleure compréhension d'un domaine d'application
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Opérateurs d’agrégation Introduction

Exemple de probleme d'agrégation de valeurs numériques

Voitures prix conso. niv. niv. Valeur
(euros) | (1/100 km) | poll. | confort || agrégée
a 1 0.9 1 0 ?
b 05 0.6 1 05 7
c 0.25 0.55 05 | 03 7
d 0 0.2 0.1 1 ?
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Opérateurs d'agrégation Introduction

Quelques exemples d'opérateurs d’'agrégation classiques

Soit a = (a1,...,am) le profil de I'alternative a.
@ La moyenne arithmétique notée AM (“Arithmetic Mean") :

1 m
AM(a) = — 3 4
(a) m 2%
Jj=1
@ La moyenne pondérée notée WAM (“Weighted Arithmetic Mean") :

m
WAMW(a) = wja;
j=1
ol w= (wq,...,wp)esttel queVj:w; >0et> " wj=1
@ La médiane :
med(a) = med{a;};j=1..m

@ Le minimum :

min(a) = min{a;}j=1,.m
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Opérateurs d’agrégation Introduction

Comment choisir un opérateur d'agrégation ?

@ |l existe de trés nombreux opérateurs d'agrégation. Comment choisir ?

= Démarche axiomatique : choisir un opérateur en fonction des
propriétés mathématiques qu'il vérifie et en fonction du probleme
traité.

@ Dans la suite nous nous intéressons donc aux propriétés
“souhaitables” que devraient satisfaire des opérateurs d'agrégation.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Propriétés mathématiques élémentaires
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@ Symétrie
o Continuité
@ Non décroissance

@ Idempotence
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Opérateurs d’agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Rappel du Sommaire

@ Représentation des préférences
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Opérateurs d'agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Symétrie

Définition.
A:R™ — R est symétrique si Va € R™ et Vr € N, (ensemble des
permutations d’ordre m) :

A(317 a, ..., am) = A(aﬂ(l)v ar(2)y -+ aTr(m))

@ La symétrie indique que I'ordre des attributs n'est pas important pour
I'agrégation.

@ Ceci est requis lorsque I'on combine des critéres de méme importance
ou des opinions de juges anonymes.
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Opérateurs d’agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Continuité

Définition.
A:R™ — R est continu si A est une fonction continue en chacun de ses
arguments.

@ Ceci implique qu’a une variation infinitésimale de a correspond une
variation infinitésimale de A(a).

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Non décroissance (suite)
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@ Une fonction d'agrégation non décroissante ne décroit pas si au
moins une valeur partielle croit.

@ Une fonction d'agrégation strictement croissante croit si au moins
une valeur partielle croit.

@ Une fonction d'agrégation unanimement croissante croit si toutes
les valeurs partielles croissent.
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Opérateurs d’agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Non décroissance

@ Soit la relation suivante définie entre deux profils quelconques a et b :
a <b <& (Vj:a; < bj). De maniere similaire : a < b < (V) : aj < bj).

Définition.
A:R™ — R est:
@ non décroissant si Va,b (a < b = A(a) < A(b)).
@ strictement croissant, s’il est non décroissant et si :
Va,b(((a <b)A(3j:aj < bj)) = A(a) < A(b)).
@ unanimement croissant, s’il est non décroissant et si
Va,b(a < b= A(a) < A(b)).

.
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|dempotence
Définition.
A:R™ — R est idempotent si Va = (a,...,a): A(a) =a J
@ Ceci est requis dans de nombreuses applications : si tous les a; sont
identiques et valent a alors A(a,...,an) doit valoir a.
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Opérateurs d’agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Classification du comportement d'un opérateur
d’'agrégation

Définition.
A:R™ — R est :
e conjonctif si Va € R™ : A(a) < min(a)
o disjonctif si Ya € R™ : A(a) > max(a)
e interne siVa € R™ : min(a) < A(a) < max(a)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Propriétés algébriques

Rappel du Sommaire
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@ Représentation des préférences
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Opérateurs d’agrégation Propriétés mathématiques élémentaires

Classification du comportement d'un opérateur
d’agrégation (suite)

@ Les opérateurs conjonctifs combinent les valeurs comme si elles
étaient reliées par un “ET" : la valeur agrégée est élevée uniquement
si toutes les valeurs partielles sont élevées.

@ Les opérateurs disjonctifs au contraire agissent comme si les valeurs
étaient reliées par un “OU" : la valeur agrégée est élevée si au moins
une des valeurs partielles est élevée.

@ Entre ces deux situations extrémes, se trouvent les fonctions internes
pour lesquelles une valeur partielle faible peut étre compensée par une
valeur partielle élevée (grande majorité des fonctions d'agrégation).

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Propriétés algébriques
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@ Associativité et suite associative.
@ Suite décomposable.

@ Bisymétrie et suite bisymétrique.
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Opérateurs d’agrégation Propriétés algébriques

Associativité

Définition.
A :R3 — R est associative si
Va = (a1, a2, a3) : A(A(a1, a2), a3) = A(a1, A(az, a3))

o Notons par A(™ un opérateur d’agrégation ayant m > 1 arguments.

Définition. (Suite associative)

La suite (AU :R™ - R) .
siVaeR" Vk=1,...,m:

est associative si Va = (a) : Al)(a) = a et

A(m)(al, vey ks Akt 1y ooy Am) = A(z)(A(k)(al, vy Ak), A(m_k)(ak+1, eey@m))

@ La propriété d'associativité indique que I'on peut passer facilement de
I'agrégation de m valeurs a celle de m + 1 valeurs :

AmD(ay, L amer) = AB(A™(ay, . am), amy1)
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Propriétés algébriques

Bisymétrie
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Définition.
A :R™ — R est bisymétrique si pour toute matrice carrée de R(mxm) e

terme général aji : A(A(ai1; .-, a1m)s -, A(am1, -y @mm)) =
A(A(all, ceey aml), ceey A(alm, ceey amm))

Définition. (Suite bisymétrique)
La suite (AU :R™ » R) .

et si pour toute matrice de R(P*™) de terme général ajjr :
A(P)(A(’")(all, ceey alm), ceey A(m)(apl, ceey apm)) =
A(’")(A(P)(all, ceey apl), ceey A(”)(alm, ceny apm))

est bisymétrique si Va = (a) : Al)(a) = a

o Cette propriété est caractéristique des opérateurs de type moyennes
quasi-arithmétique et quasi-linéaire.
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Opérateurs d’agrégation Propriétés algébriques

Suite décomposable

Définition. (Suite décomposable)

La suite (AU : R™ — R) __ est décomposable si
Va=(a): Al(a)=aetsiVacR" Vk=1,...,m:

A(’")(al, ceey Ahey Akt ey am) = A(m)(A(k)(al, ceey ak), A(’”_k)(akH, ceey am))
k‘f;is m—rfois

@ La définition est proche de celle de I'associativité sauf qu’ici les
agrégations partielles sont dupliquées un nombre égal au nombre de
valeurs agrégées.

o Cette propriété permet en particulier de caractériser les opérateurs de
type moyenne quasi-arithmétique.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Les moyennes

Rappel du Sommaire
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Définition des moyennes quasi-arithmétiques Exemples de moyennes quasi-arithmétiques
f(x) M (a) Nom
1 . )
Définition. X O EE Arithmétique
Soit f : R — R une fonction continue et strictement monotone. Une ) L —m  2\1/2 _
moyenne quasi-arithmétique de générateur f est une fonction X <E 21 aj) Quadratique
MY™ . RM R définie par :
1/m
L log(x) (HJm:1 aj> Géométrique
-1
MM (@) = £ =" H(3) .
j=1 ) x~1 (% ijzl %) Harmonique

« * 1 m fo" 1/ ;
x* (a € RY) (; Py aj> Puissance («)
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Propriétés des moyennes quasi-arithmétiques Propriétés des moyennes puissances
Théoreme.

@ La moyenne puissance Myo avec a € R* est définie par :
A:R™ — R est une fonction symétrique, continue, strict. croissante,

idempotente et bisymétrique ssi il existe une fonction f : R —» R L m 1/a
continue et strict. monotone telle que Ya € R™ il E 3¢
m J
Jj=1

Aa) = Mr(a) = £ (7, F(a)))

@ Ce type de moyenne possede les propriétés suivantes :
limg_s oo Mya correspond au minimum

Si o« = —1 alors M« est la moyenne harmonique
limg,_,0 Mxa correspond a la moyenne géométrique

Si o =1 alors My« est la moyenne arithmétique

Si o = 2 alors My« est la moyenne quadratique
limg_—s 400 Mya correspond au maximum

Théoreme.

La suite Al™ : R™ — R est une suite décomposable de fonctions
symétriques, continues, strict. croissantes, idempotentes ssi i/ existe
une fonction f : R — R continue et strict. monotone telle que Ya € R™

A (@) = M (@) = £ (3 S (a))

e Sia<a alors Mya < M, o
@ Ces moyennes sont des opérateurs d'agrégation internes.
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Exemple

’ Etudiants H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H

Moyenne arithmétique

Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

Etudiants H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H

Moyenne arithmétique

a 15 16 | 13 | 11 | 2(15+ 16+ 13 +11) = 13.75

b 12 13 | 12 | 16 | 7(12+13+12+16) =13.25

c 12 17 | 14 | 12 || 7(12+17+14+12) =13.75
o Symétrie : A(a1, a2, ..., am) = A(ar(1); ax(2)s - - » Ar(m))-

e Exemple, étudiant a : a = (15,16,13,11)

1
AM(15,16,13,11) = (15+16+ 13+ 11)

1
= ;(16+15+11+13)
= AM(16,15,11,13) = 13.75
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Opérateurs d'agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

’ Etudiants H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Moyenne arithmétique

a 15 16 | 13 | 11 | 2(15+16+ 13 +11) = 13.75
b 12 13 | 12 | 16 | 7(12+13+12+16) =13.25
c 12 17 | 14 | 12 | z(12+ 17 + 14 +12) =13.75
@ |dempotence : A(a,a,...,a) =a
@ Exemple :
1
AM(10,10,10,10) = 2(10+10+10+10)
= 10
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Opérateurs d'agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

’ Etudiants H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Moyenne arithmétique

a 15 | 16 | 13 [ 11 || z(15+164+13+11) = 13.75
b 12 13 | 12 | 16 | z(12+13+12+16) =13.25
c 12 17 | 14 | 12 | 2(12+ 17+ 14 +12) =13.75

a 15 16 | 13 | 11 || z2(15+16+13+11) = 13.75
b 12 13 | 12 | 16 | z(12+13+12+16) =13.25
c 12 17 | 14 | 12 | (12+ 17+ 14 +12) =13.75

o Suite Bisymétrique : AP)(A(™ (ay1, ..., a1m), ...,A("’)(apl, ey dpm)) =
A("’)(A(p)(all, ceny apl), ceey A(p)(alm, ceey apm))
@ On agrege pour chaque ligne (étudiant) d'abord :
o a: AM(*)(15,16,13,11) = 13.75.
o b: AM®)(12,13,12,16) = 13.25.
o c: AM®(12,17,14,12) = 13.75.
@ Puis on agrége les moyennes des étudiants
AM()(13.75,13.25,13.75) = 13.583.
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o Suite Bisymétrique : AP)(A™ (ayy, ... a1m), o, A (ap1, .., 3pm)) =
AM(AP) (311, ... ap1), oy AP (a1, .. apm))-
@ On agrege pour chaque colonne (matiere) d’abord :
o math. : AM()(15,12,12) = 13.
e info. : AM®B)(16,13,17) = 15.3333.
o phys. : AMB)(13,12,14) = 13.
o litt. : AMB)(13,12,14) = 13.
@ Puis on agrége les moyennes par matiére :
AM(*)(13,15.3333,13,13) = 13.583.
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

| Etudiants || math. | info. | phys. | litt. |

Moyenne arithmétique

a 15 16 | 13 | 11 | 2(15+ 16+ 13 +11) = 13.75
b 12 13 | 12 | 16 | 7(12+13+12+16) =13.25
c 12 17 | 14 | 12 | 7(12+17+14+12) =13.75

@ Suite Décomposable : A(m)(al,...,ak,ak+1,...,am) =
A(AR) (ay,.., ), AT (a1, .y am).

k fois

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

AM@)(15,16,13,11)

-~

m—k fois

e Exemple étudiant a : a = (15,16, 13,11)

7(3(15 + 16) + 3(15 + 16)+
$(13+11) + (13 + 11))

AM®) (AM2)(15,16), AM?) (15, 16),
AM)(13,11), AM?)(13,11))

13.75
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’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H

Moyenne quadratique

|

a || 15 | 16 | 13 | 11 | \/2(152+ 162 + 132+ 112) = 13.883
bl 12 | 13 | 12 | 16 | \/3(122+132+122 4 162) =13.351
c |l 12 | 17| 14 | 12 \/%(122 4172 4 142 + 122) =13.901
e Idempotence : A(a,a,...,a) = a.

o Exemple :

M,»(10, 10, 10, 10)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

1
= \/Z(lo2+102+102+102)
= 10
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Exemple

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H

Moyenne quadratique

a | 15 | 16 | 13 | 11 || \/H(152 +162+ 132 + 112) = 13.883
bl 12 | 13 | 12 | 16 | \/3(122+132 +122 4 162) =13.351
c || 12 |17 | 14| 12| /H122+172 + 142+ 122) =13.001

@ Symétrie : A(ay, ay, ..
e Exemple étudiant a : a = (15,16, 13,11).

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Opérateurs d'agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

. 7am) = A(aw(l)a ar(2)s - aTr(m))'

M,2(15,16,13,11)

1
\/1—‘(152 + 162 + 132 + 112)

1
\/1(162 + 152 + 112 + 132)
M,»(16,15,11,13) = 13.883
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| Et. | math. | info. | phys. | litt. || Moyenne quadratique
a | 15 | 16 | 13 | 11 || \/H(152 +162+ 132 + 112) = 13.883
b 12 | 13| 12 | 16 || /(122 +132 4122 + 16%) =13.351
c || 12 |17 | 14 | 12| \/H122+172 + 1424 122) =13.001
o Suite Bisymétrique : AP)(A™ (ayy, ... a1m), oy A (ap1, .., apm)) =
AM (AP (ay1, ... ap1), s AP (@1 m, ..oy 3pm)-

@ On agrege pour chaque ligne (étudiant) d'abord :

o a: M$)(15,16,13,11) = 13.883.

o b: M$P(12,13,12,16) = 13.351.

o c: MP(12,17,14,12) = 13.901.
@ Puis on agrege les moyennes des étudiants :

M3 (13.883,13.351,13.901) = 13.714.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Moyenne quadratique

a || 15 | 16 | 13 | 11 | \/2(152+ 162 + 132+ 112) = 13.883

bl 12 | 13 | 12 | 16 | \/3(122+132+122 4 162) =13.351

cll 12 | 17| 14 | 12 \/%(122+172+142+122):13.901

o Suite Bisymétrique : AP (A(™ (ay1, ..., a1m), ...,A(”’)(apl, ey dpm)) =
A("’)(A(P)(all, ceey apl), ceey A(P)(alm, ceey apm)).
@ On agrege pour chaque colonne (matiére) d'abord :
o math. : M3)(15,12,12) = 13.077.
o info. : M3)(16,13,17) = 15.427.
phys. : M(13,12,14) = 13.026.
o litt. : MP(13,12,14) = 13.178.

@ Puis on agrége les moyennes par matiere : I\/I)((;l)(...) = 13.714.
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Opérateurs d'agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Rappel du Sommaire

@ Représentation des préférences

© Opérateurs d'agrégation
@ Introduction
@ Propriétés mathématiques élémentaires
@ Propriétés algébriques
@ Les moyennes
@ Les moyennes quasi-linéaires
@ Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
@ Poids dans les opérateurs WAM et OWA
@ Ensembles flous, t-normes et t-conormes
@ Intégrales de Choquet
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes

Exemple (suite)

] Et. H math. \ info. \ phys. \ litt. H Moyenne quadratique
a | 15 | 16 | 13 | 11 || \/H(152 +162+ 132 + 112) = 13.883
b|| 12 | 13 | 12 | 16 | \/3(122+132 +122 4 162) =13.351

c || 12 |17 | 1| 12| /H122+172 + 1424 122) =13.001

o Suite Décomposable : A™(ay, ..., ax, ki1, ..o, am) =
AM(AW (ay, ..., ai), A9 (a4, .o am)).
k:‘gis m—\l: fois
e Exemple étudiant a : a = (15,16, 13,11)

MP (@) = \/%((\/§(152 +162 +132))2 + (1/ 3(152 + 162 + 132))2+
(/3(152 +162 + 132))2 + (\/W)2

4\ . - (). [ 4 3 1S
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Opérateurs d'agrégation Les moyennes quasi-linéaires

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Définition des moyennes quasi-linéaires

Définition.

Soit f : R — R une fonction continue et strictement monotone et soit
W = (Wi, ..., Wm) un vecteur de poids tel que Vj : w; > 0 et Zj wj = 1.
Une moyenne quasi-linéaire de générateur f et associée au vecteur de
poids w est une fonction I\/I,E"Jv) :R™ — R définie par :

o Ces opérateurs étendent les moyennes quasi-arithmétiques en
permettant de pondérer chaque valeur partielle par un poids non
uniforme.

@ Le cas particulier f(x) = x correspond a la moyenne arithmétique
pondérée et sera noté WAM,, (“Weighted Arithmetic Mean").
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Exemples de moyennes quasi-linéaires

f(x) M (a) Nom de la moy. pondérée
X Doty wja Arithmétique
1/2

X2 (Zj’”zl Wjaj?) Quadratique

m W s
log(x) IT% 3 Géométrique

1 m 1 -1 H :
X 1 Wi armonique

<ZJ—1 J aj> q
m 1/a .
x* (a € R¥) (ijl wja‘?) Puissance («)
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Opérateurs d'agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Exemple

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).

| Et. | math. | info. | phys. | litt. || Moyenne arith. pondérée

|

al| 15 [ 16 [ 13 [ 11 [ 315+ 16+ £13+ ;11 =146

b | 12 | 13 | 12 | 16 || {12+ 3513+ 7512+ 5516 =12.8

3 4 2 1 —
c || 12 [ 17 | 14 [12 || 12+ 417+ 214+ H12 =144

d | 11 [ 18] 10 | 9 || 511+ 1518+ 710+ +59=13.4

@ Non symétrie : A(a1, a2, ..., am) 7 Alar(1)s ar(2)s - - - » Ar(m))-
e Exemple Etudiant a : a = (15,16,13,11)
Myw(15,16,13,11) = 1—10(3 15+ 4 %16 + 2 13 + 11)
14.6
#* 1—1(J(3*16+4*15+2*11+13)
14.3
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Propriétés des moyennes quasi-linéaires

Théoréeme.

A :R™ — R est une fonction continue, strictement croissante,
idempotente et bisymétrique ssi il existe une fonction f : R - R
continue et strictement monotone et des nombres réels wy, ..., w, > 0
vérifiant 3, w; =1 tels que Va € R™ :

Aa) = Mrw(a) = £ (S, wif(2))

@ A la différence des moyennes quasi-arithmétiques, les moyennes
quasi-linéaires ne sont pas symétriques ni ne forment des suites
décomposables.
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Opérateurs d'agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Exemple (suite)

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).

] Et. H math. \ info. \ phys. \ litt. H Moyenne arith. pondérée

3 4 2 1 —
a [ 15 [ 16 [ 13 [11 [ 315+ £16+ 213+ 11 = 146
b || 12 [ 13 [ 12 |16 | 312+ {513+ 5124 5516 =12.8
c | 12 |17 [ 14 |12 || 312+ 17+ 14+ 5512 =14.4
d | 11 [ 18] 10 [ 9 | 311+ 1518+ 510+ 1,9 =134

e Idempotence : A(a,a,...,a) =a
o Exemple :
3 4 2 1
M.(10,10,10,10) = 510+ 10+ <510+ 10
= 10
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Exemple (suite)

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).
’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H
3 7 2 T

a || 156 | 16 | 13 [ 11 [ 215+ 216+ 213+ 11 = 14.6
b 12 | 13 | 12 | 16 || H12+ {513+ 54512+ ;516 =12.8
c | 12 |17 | 14 |12 1;%12+%117+1&%14+%912 =14.4
d 11 18 10 9 101l + 1518 + 510 + 5,9 =134
e Bisymétrie : A(A(a11, ..., 31m); s A(@m1, -y 3mm)) =

A(A(all, ceey aml), ceey A(alm, ceey amm)).
@ On agrege pour chaque ligne (étudiant) d'abord :

o a: MY\(15,16,13,11) = 14.6.
o b: M¥,(12,13,12,16) = 12.8.
o c: M%(12,17,14,12) = 14.4.
o d: MU)(11,18,10,9) = 13.4.
@ Puis on agrege les moyennes des étudiants :
M) (14.6,12.8,14.4,13.4) = 13.72.
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Opérateurs d’agrégation Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)

Rappel du Sommaire
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Opérateurs d’agrégation Les moyennes quasi-linéaires

Exemple (suite)

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).
’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Moyenne arith. pondérée

3 z 2 I
a 15 16 13 11 || 1515+ 7516 + 513 + 511 = 14.6
b 12 | 13 | 12 | 16 || 12+ {513+ #4512+ ;516 =12.8
c | 12 |17 | 14 |12 1;%12+%117+1&%14+%912 =144
d 11 18 10 9 g1l + 7518 + 510 + 159 =13.4
e Bisymétrie : A(A(a11, ..., 31m)s s A(@m1, ey 3mm)) =

A(A(all, ceey aml), ceey A(alm, ceey amm))
@ On agrege pour chaque colonne (matiére) d'abord :

o math. : M{%),(15,12,12,10) = 12.8.
o info. : M{)(16,13,17,18) = 15.2.
o phys. : M) (13,12,14,10) = 12.5.
o litt. : MU (13,12, 14,9) = 13.
@ Puis on agrege les moyennes par matiere :
M) (12.8,15.2,12.5,13) = 13.72.
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Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
Définition des opérateurs OWA

Définition.

Soit w = (w1, ..., Wn) un vecteur de poids tel que Vj : w; > 0 et

>_;wj = 1. Une fonction moyenne ordonnée (OWA - “Ordered
Weighted Averaging”) associée au vecteur de poids w est une fonction

owal™ . R™ — R définie par :
OWAL (@) = 3~ wja )
j=1

ou T est une permutation de N telle que
3r(1) S 3r(2) S 3(3) S -+ S 3r(m):

e Contrairement aux moyennes quasi-linéaires, les opérateurs OWA
permettent de pondérer les valeurs partielles en fonction de leur rang
lorsque celles-ci sont ordonnées dans |'ordre croissant.
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Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
Propriétés des opérateurs OWA

@ Les opérateurs OWA définissent des fonctions d'agrégation
symétriques, continues, strictement croissantes, idempotentes.

e Il s’agit par ailleurs de fonctions d'agrégation internes.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 125

Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
Propriétés des opérateurs OWA (suite)

@ Les opérateurs OWA vont du min au max en passant entre autres par
les statistiques d'ordre.

@ |l s’agit d'une fonction interne pouvant se rapprocher d'un
comportement conjonctif ou disjonctif.

@ Pour quantifier cet aspect on définit le degré de “orness” du
parameétre w :

m -
Jj—1
orness(w) = E w——
o Tm- 1

@ Cet indicateur varie entre 0 et 1. Plus il est grand, plus I'opérateur
OWA se rapproche d'un comportement disjonctif.

@ Dans le cas de poids uniforme (moyenne arithmétique), I'indice vaut
0.5.
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Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
Propriétés des opérateurs OWA (suite)

° OWA\(,vm)(a) = ijzl Wjar(j) ol ar(1) < ar(2) < ar(3) <...< ar(m)

@ OWA est une famille paramétrée qui généralise certains opérateurs.

@ Selon la définition de w nous retrouvons :

w Nom de I'opérateur

wp = 1 ..
{ w;=0 sij#1 Minimum

W, =1 i
{ w;=0 sij#m Maximum

Wmni1 =1 si m est impair

2

wm = 1/2 et wnq = 1/2 si m est pair Médiane

w; =0 sinon

wie =1 L. ,

. k

{ wy=0 sij#k Statistique d’ordre
Vi twj=—> Moyenne arithmétique

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Opérateurs d’agrégation Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)

Exemple

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).

| Et. [ math. | info. | phys. | litt. || OWA,,
3 4 2 1 —
a [ 15 [ 16 [ 13 [ 11 [ F11+ 513+ 515+ 1516 =131
b || 12 [ 13 [ 12 |16 || 12+ 1512+ 513+ 1516 =126
c | 12 |17 | 14 |12 || 12+ 512+ £14+ 517 =12.9
@ Symétrie : A(al, a, ..., am) = A(aw(l), ar(2)s -+ aﬁ(m))

e Exemple étudiant a : a = (15,16,13,11)

OWAW(15,16,13,11) = OWAw(11,13,15,16)
= 13.1
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Opérateurs d’agrégation Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)

Exemple (suite)

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H OWA,, ‘
al 15 [ 16 [ 13 [11 ] 311+ 14013 + 12015 + 416 =13.1
b 12 | 13 ] 12 |16 12+ 512+ 513 + 116 =12.6
c | 12 [ 17 | 14 |12 3 512 + 14012 + 12014 + 11017 =129

@ ldempotence : A(a,a,...,a) =a
o Exemple :
OWA,,(10,10,10,10) = 3 10 + 10+ 2 10 + L 10
AT 10 10 10 10
= 10
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Opérateurs d'agrégation Poids dans les opérateurs WAM et OWA
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Opérateurs d’agrégation Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)

Exemple (suite)

Soit le vecteur de poids suivant w = (3/10,4/10,2/10,1/10).

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H OWA., ‘
al] 15 [ 16 [ 13 [11 | 311+ 513+ 315+ 416=13.1
b | 12 [ 13 ]| 12 | 16 12 + 1512+ 513 + 11016 =126
c || 12 [17 ][ 14 |12 %12 + 1512+ 514+ 1517 =12.9

o orness(w) = > T LwL
orness(3/10,4/10,2/10,1/10) = L3 0+ 4 1+ 2 2—|— 3)
’ ’ ’  4-1'10 10 10
= 03

@ Pour comparaison, dans le cas d'une moyenne arithmétique :

orness(1/4,1/4,1/4,1/4) = —1(%(0—1—1—1—2—1—3))
= 05
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Opérateurs d'agrégation Poids dans les opérateurs WAM et OWA

Signification des vecteurs poids pour WAM et OWA en
pratique

@ Les opérateurs WAM,, et OWA,, utilisent tous deux un systeme de
pondération mais leurs significations sont totalement différentes :

o Pour WAM : les poids permettent de quantifier I'importance ou la
fiabilité pour chaque attribut (critere, juge, expert, ...)

o Pour OWA : les poids permettent de quantifier I'importance des valeurs
partielles en fonction de leur position dans |I'ordre croissant
(indépendamment des attributs). Cet opérateur permet de donner plus
d'importance aux petites valeurs ou aux grandes valeurs. Il permet
aussi d'étre moins sensible aux valeurs extrémes.

e Toutefois, WAM et OWA décrivent tous deux des opérateurs de type
additif et dans ce cas, nous ne prenons pas en compte les interactions
entre criteres. Nous verrons comment les généraliser par la suite.
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Opérateurs d’agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes Opérateurs d’agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes

Rappel du Sommaire Introduction aux ensembles flous

@ Représentation des préférences
@ Soit B un ensemble et soit up la fonction d’appartenance associée.

© Opérateurs d’'agrégation @ Dans I'approche classique (booléenne) de la théorie des ensembles :

Introduction 1(x) € {0,1} avec { ps(x) =1 si x appartient a B

e modéliser des notions vagues du langage naturel (de maniere plus
adéquate que les ensembles booléens)
e modéliser des degrés graduels d'appartenance

Ensembles flous, t-normes et t-conormes
Intégrales de Choquet

@ Propriétés mathématiques élémentaires pp(x) =0 si x n'appartient pas a B
© Propriétés algébriques e Dans I'approche floue de la théorie des ensembles :

@ Les moyennes

@ Les moyennes quasi-linéaires p(x) € [0.1]

@ Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging") ® Les (sous-)ensembles flous permettent de :

o Poids dans les opérateurs WAM et OWA o modéliser I'incertitude (de maniére autre que les probabilités)

°

°

© Méthodes de vote et théorie du choix social
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Opérateurs d'agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes Opérateurs d'agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes

Exemple Opérations sur les ensembles flous : la négation

@ Soit B I'’ensemble des “personnes grandes”.

@ Dans I'approche classique e Dans I'approche floue de la @ Comme dans le cas des ensembles booléens, il existe des opérations
(booléenne) de la théorie des théorie des ensembles : logiques d'union (OU), d'intersection (ET) et de négation (NON)
ensembles : qui s'appliquent aux ensembles flous. Ceux-ci en revanche ne sont

ps(x) =0 six < 180 pp(x) =0 si x < 170 pas uniques.
pe(x) =1 si x> 180 pp(x) = %552 si 170 < x < 180
pr(x) =1 si x > 180 @ Dans le cas de la négation, nous utiliserons tout le temps |'opération
HB HB N : [0,1] — [0, 1] suivante :
1 R 1

N(pp(x)) =1 — pp(x)

170 180 thille 170 180 taille
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Opérateurs d’agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes

Opérations sur les ensembles flous : t-normes

@ Les normes triangulaires ou t-normes sont des opérateurs de
conjonction (intersection) qui s'appliquent aux ensembles flous.

Définition.

Une t-norme est une fonction T : [0,1]*> — [0,1] qui est :
e symétrique : Va,b € [0,1] : T(a,b) = T(b,a)
e associative : Va,b,c € [0,1] : T(T(a,b),c) = T(a, T(b,c))
e non décroissante : Va < c,b<d: T(a,b) < T(c,d)

e ayant 1 comme élément neutre : Vac [0,1]: T(a,1) = T(1,a) = a

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 137

Opérateurs d'agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes

Exemples de t-normes et t-conormes

Nom t-norme t-conorme
Min-Max (Zadeh) min(a, b) max(a, b)
Probabiliste ab at+b—ab
Lukasiewicz max(a+ b—1,0) | min(a+ b, 1)
a sib=1 a sib=0
Drastique b sia=1 b sia=0
0 sinon 1 sinon
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Opérateurs d’agrégation Ensembles flous, t-normes et t-conormes

Opérations sur les ensembles flous : t-conormes

@ Les conormes triangulaires ou t-conormes sont des opérateurs de
disjonction (union) qui s'appliquent aux ensembles flous.

Définition.
Une t-conorme est une fonction T* : [0,1]? — [0,1] qui est :
o symétrique : Va,b € [0,1] : T*(a, b) = T*(b,a)
e associative : Va,b,c € [0,1]: T*(T*(a, b),c) = T*(a, T*(b,¢))

e non décroissante : Va < c,b<d: T*(a,b) < T*(c,d)

e ayant 0 comme élément neutre : Va € [0,1]: T*(a,0) = T*(0,a) = a

@ On associe a toute t-norme sa t-conorme (et vice-versa) selon la
relation de De Morgan :

T*(a,b) = N(T(N(a),N(b)))=1—-T(1—a,1—b)
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t-normes et t-conormes comme opérateur d'agrégation

@ T et T* permettent d’agréger des valeurs partielles qui appartiennent
a [0,1]

@ Jusqu'a présent : T et T* seuls opérateurs qui soient associatifs

o L'agrégation de plusieurs valeurs partielles se fait incrémentalement :
T(a,b,c,d) = T(T(T(a,b),c),d)

o Propriétés des t-normes : Va, b € [0,1] : T(a, b) < min(a, b). Par
conséquent les t-normes sont des fonctions d'agrégation conjonctives

@ Propriétés des t-conormes : Va, b € [0,1] : T*(a, b) > max(a, b). Par
conséquent les t-normes sont des fonctions d'agrégation disjonctives
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Opérateurs d'agrégation mixant t-normes et t-conormes

@ T et T* étant respectivement des opérateurs conjonctif et disjonctif,
ce sont des fonctions représentant des “ET" et des “OU"” et donc des
“points de vue extrémes".

@ On pourra prendre alors une combinaison de T et T* pour balancer
les effets des deux opérateurs :

o “Exponential Compensatory operator” :
ECrra(@) = (T(a1, - am)) " (T*(a1,...,am))" avec A € [0,1]

o “Convex-Linear Compensatory operator” :
CLCr - (@) =(1—=X)T(a1,...,am) + AT*(a1,...,am) avec
Ae[0,1]
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Exemple

Agrégation des préférences

@ On divise les notes par 20 pour se ramener a une échelle entre [0, 1].

@ Prenonslecas T = minet T* = max et A = 0.5.

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H CLGrin,max,0.5 ‘
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55 || 0.5min(a) + 0.5 max(a) =0.675
b 06 |[065| 06 | 0.8 0.5min(a) + 0.5 max(a) =0.7

c 06 |085| 0.7 | 0.6 || 0.5min(a)+ 0.5max(a) =0.725

o Symétrie : A(a1, a2, ..., am) = A(ar(1)s ax(2)s - - » Ar(m))
@ Exemple étudiant a : a = (0.75,0.8,0.65,0.55) :
o min(0.75,0.8,0.65, 0.55) = min(0.75,0.65, 0.55, 0.8) = 0.55
o max(0.75,0.8,0.65, 0.55) = max(0.65,0.75,0.55, 0.8) = 0.8
o CLCr.7+05(0.75,0.8,0.65,0.55) = CLCr.1+.0.5(0.65,0.75,0.55,0.8) =
0.675
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Propriétés des opérateurs d'agrégation mixant t-normes et
t-conormes

@ Les opérateurs EC et CLC sont :
o symétriques
e non décroissants
o idempotents ssi T = min et T* = max
e non associatifs (sauf si A € {0,1})
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Exemple (suite)

@ On divise les notes par 20 pour se ramener a une échelle entre [0, 1].

@ Prenonslecas T = minet T* = max et A = 0.5.

| Et. | math. [ info. | phys. | litt. || CLGCrin.max.0.5 |
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55 || 0.5min(a) + 0.5 max(a) =0.675
b | 06 |065| 06 | 0.8 | 0.5min(a)+ 0.5max(a)=0.7

c 06 |085| 0.7 | 0.6 || 0.5min(a)+ 0.5max(a) =0.725

e Idempotence : A(a,a,...,a) =a
o Exemple :

o min(0.5,0.5,0.5,0.5) = 0.5

e max(0.5,0.5,0.5,0.5) = 0.5

o CLCr5(0.5,0.5,0.5,0.5) = 0.5
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Exemple (suite)

@ On divise les notes par 20 pour se ramener a une échelle entre [0, 1].

@ Prenonslecas T = minet T* = max et A = 0.5.

CLCmin,max,O.S ‘
0.5min(a) + 0.5 max(a) =0.675
0.5min(a) + 0.5 max(a) =0.7
0.5min(a) + 0.5 max(a) =0.725

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55

b 06 [065| 06 | 0.8
c 06 (085 | 0.7 | 0.6

@ Associativité et non associativité : A(’")(al, vey ks Akt 1y -y Am) =
ACHAW (a1, ., 3), AP 9 (341, . am))
@ Exemple étudiant a : a = (0.75,0.8,0.65,0.55) :
e min(0.75,0.8,0.65,0.55) = min(min(min(0.75,0.8),0.65),0.55) = 0.55
e max(0.75,0.8,0.65,0.55) = max(max(max(0.75,0.8),0.65),0.55) =
0.8
o CLCr .1+ ,05(0.75,0.8,0.65, 0.55) #
CLCT 7+.0.5(CLCT 7. 0.5(CLCT 7+ 0.5(0.75,0.8), 0.65), 0.55)
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Préambule : les mesures floues
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Définition.

Une mesure floue sur C = {1,2,..., m} est une fonction d'ensemble
p:P(C)? — [0,1] qui est monotone, cad VS C T : u(S) < u(T), et
vérifie les conditions suivantes : u(@) =0 et u(C) = 1.

a. Ensemble des parties de C

@ Dans notre contexte, VS C C, u(S) représente le poids ou
I'importance de la combinaison des attributs (ou critéres) de S.
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Rappel du Sommaire

@ Représentation des préférences

© Opérateurs d’'agrégation

Introduction

Les moyennes

© Méthodes de vote et théorie du choix social

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Propriétés mathématiques élémentaires
Propriétés algébriques

Les moyennes quasi-linéaires
Opérateurs OWA (“Ordered Weighted Averaging”)
Poids dans les opérateurs WAM et OWA
Ensembles flous, t-normes et t-conormes
Intégrales de Choquet

Agrégation des préférences

W Analyse Relationnelle et ordres medians

Opérateurs d'agrégation Intégrales de Choquet

Exemple

e C = {math.,info., phys., litt.}.

Eléments de P(C) Mesure floue
1 5=0 u(S)=0
2 S = {math.} u(S)=0.3
3 S = {info.} u(S) =04
4 S = {phys.} u(S) =0.2
5 S = {litt.} u(S)=0.1
6 S = {math., info.} u(S)=0.5
7 S = {math., phys.} u(S) =104
8 S = {math,, litt.} w(S) = 0.65
9 S = {info., phys.} u(S) =0.5
10 S = {info., litt.} u(S) =0.7
11 S = {phys., litt.} w(S) =0.6
12 S = {math., info., phys.} u(S) =0.55
13 S = {math.,info., litt.} w(S) =0.9
14 S = {math., phys., litt.} u(S) =0.75
15 S = {info., phys., litt.} u(S) =0.8
16 | S = {math.,info., phys., litt.} uw(S)=1
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Définition des intégrales de Choquet

Définition.
Soit . une mesure floue sur C. L'intégrale de Choquet par rapport a ju est
une fonction C, : R™ — R définie par :

m

Cu(@) =) arylu({r(), ..., 7(m)}) = p({r( +1),..., 7(m)})]

Jj=1

ou T est une permutation de 1" telle que
ar(1) < ar(2) S ar(3) = -+ = ar(m)-

@ Par exemple, si pour a = (a1, a2, a3), nous avons a3z < a3 < ap (cad
7(1) = 3;7(2) = 1; 7(3) = 2) alors nous avons :
Cu(a) = a3[u({3,1,2}) — p({1,2})]
+a1[n({1,2}) — pu({2})]
+az[p({2})]
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Propriétés des intégrales de Choquet (suite)

o Cu(a) =" a;(plu({r().- - . 7(m)}) — p({r( +1),...,7(m)})]
ou ar(1) < ar2) < ar(3) < ... < ar(m)- Selon la définition de la
mesure floue p nous avons les cas suivants :

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

L Nom de I'opérateur
wS)=1 sis=C .
{ p#(S) =0 sinon Minimum
w(§)=0 siS=0 :
{ u(S)=1 sinon Maximum
w(S)=0 si|S|<m-—k - :
{ u(S)=1 sinon Statistique d'ordre k
u(S) = % Moyenne arithmétique
1(S) = > ;cs 1({sj}) (mesure additive)
avec u({7}) — w WAM,
wu(S) = J-i'o_l w({m —j}) (mesure additive)
avec p({m—j}) = wm_j OWA,
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Propriétés des intégrales de Choquet

@ Les intégrales de Choquet définissent des fonctions d'agrégation
symétriques, continues, non décroissantes, idempotentes.

o Il s’agit par ailleurs de fonctions d'agrégation internes.
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Propriétés des intégrales de Choquet (suite)

@ Les intégrales de Choquet généralisent les opérateurs WAM et OWA.
Ces derniers correspondent a des mesures floues qui sont des mesures
additives : 1(SU T) = u(S) + p(T). Dans ce cas particulier, les
attributs sont indépendants.

@ Les intégrales de Choquet dans le cas de mesures non additives,
permettent de tenir compte des interactions entre attributs.

@ Cas de critéres redondants :
w(SUT) < pu(S)+u(T)
o Cas de critéres complémentaires :

p(SUT) > u(S)+u(T)
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Exemple

Eléments de P(C) Mesure floue
1 S=0 u(S)=0
2 S = {math.} u(S) =03
3 S = {info.} u(S) =104
4 S = {phys.} u(S)=0.2
5 S ={litt.} u(S)=0.1
6 S = {math.,info.} u(S) =05
7 S = {math., phys.} u(S) =0.4
8 S = {math,, litt.} w(S) =0.65
9 S = {info., phys.} u(S) =05
10 S = {info., litt.} wu(S) =0.7
11 S = {phys., litt.} u(S) =0.6
12 S = {math.,info., phys.} u(S) =0.55
13 S = {math.,info., litt.} u(S)=10.9
14 S = {math., phys., litt.} u(S) =0.75
15 S = {info., phys., litt.} u(S)=10.8
16 | S = {math.,info., phys., litt.} u(S)=1
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Exemple (suite)

@ Posons math.<+1, info.<>2, phys.<>3, litt.<>4.

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Cu ‘
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55 || 0.675

b 06 |065| 06 0.8 0.65
c 06 |08 | 0.7 0.6 0.71
d 0.75 | 0.75 | 0.75 | 0.75 || 0.75

o Cu(a) = XLy ar(ylu{r (i), - 7 (m)}) = u({7G + 1), -, 7(m)})]

J:
e Etudiant b : b = (0.6,0.65,0.6,0.8) et 7 = (1,3,2,4) :

Cu(b) = 0'6[U({1a 3? 27 4}) - U({?’a 2? 4})] + 0'6[#({3a 27 4}) - ,LL({Q, 4})]
+0.65[1({2,4}) — u({4})] + 0.8[u({4})]
0.6[1 — 0.8] + 0.6[0.8 — 0.7] + 0.65[0.7 — 0.1] 4 0.8[0.1]
0.65
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Exemple

@ Posons math.<+1, info.<+2, phys.<>3, litt.<>4.

’ Et. H math. \ info. \ phys. \ litt. H Cu ‘
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55 || 0.675

b 06 | 065 | 0.6 0.8 0.65
c 06 |08 | 0.7 0.6 0.71
d 0.75 | 0.75| 0.75 [ 0.75 | 0.75

o Cu(a) =20 ar(plu({r(), -, 7(m)}) = u({7( +1),..., 7(m)})]
e Etudiant a: a = (0.75,0.8,0.65,0.55) et 7 = (4,3,1,2) :
C“(a) = 0'55[/~L({47 37 1) 2}) - N({?’v 1, 2})] + 0'65[N({33 1, 2}) - U({la 2})]

+0.75[u({1, 2}) — p({2})] + 0.8[n({2})]
= 0.55[1 — 0.55] + 0.65[0.55 — 0.5] + 0.75[0.5 — 0.4] + 0.8[0.4]

= 0.675
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Exemple (suite)

@ Posons math.<+1, info.<>2, phys.<>3, litt.<>4.

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Cu ‘
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55 || 0.675

b 06 |065| 06 0.8 0.65
c 06 |08 | 0.7 0.6 0.71
d 0.75 | 0.75| 0.75 | 0.75 || 0.75

o Cu(a)=>""1 a;pu({7(), .-, 7(m)}) — u({7(G + 1), ..., 7(m)})]
e Etudiant ¢ : ¢ = (0.6,0.85,0.7,0.6) et 7 = (1,4,3,2) :

CM(C) = 0'6[N({17 4, 3a 2}) - :LL({4'> 37 2})] + 0-6[U({4a 3? 2}) - /‘({3a 2})]
+0.7[n({3,2}) — p({2})] + 0.85[n({2})]
= 0.6[1 —0.8] + 0.6[0.8 — 0.5] + 0.7[0.5 — 0.4] + 0.85[0.4]
0.71
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Exemple (suite) Rappel du Sommaire

@ Posons math.<+1, info.<>2, phys.<>3, litt.<>4.

’ Et. H math. ‘ info. ‘ phys. ‘ litt. H Cu ‘
a 0.75 | 0.8 | 0.65 | 0.55 | 0.675
b 06 |[065| 06 | 0.8 || 0.65
c 06 (08| 07 | 06 || 0.71
d 0.75 [ 0.75 | 0.75 | 0.75 || 0.75

© Méthodes de vote et théorie du choix social

o Cu(@a)=2>""1 a;(he{7()s - 7(m)}) — u({7( + 1), ..., 7(m)})]
o Etudiant d (idempotence) : d = (0.75,0.75,0.75,0.75) et 7 = (1,2,3,4) :
C,u(d) = 0'75[/1'({17 27 37 4}) - /J'({2> 37 4})] + 075[11’({27 37 4}) - /’L({?’? 4})]

+0.75[1({3, 4}) — p({4})] + 0.75[u({4})]
= 0.75[1 — 0.8] + 0.75[0.8 — 0.6] 4 0.75[0.6 — 0.1] + 0.75[0.1]

= 0.75
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Introduction et notations Introduction et notations
Rappel du Sommaire Introduction

@ Le probleme d'agrégation des préférences est tres proche de la théorie

des votes et de fagon plus large la théorie du choix social (TCS)

@ Représentation des préférences : o . ,
@ Lors d'une élection, les alternatives sont les candidats et les votants

@ o des “criteres”
érateurs d'agrégation , et o
P gree o Etant donné les préférences individuelles de chaque votant comment
agréger celles-ci afin d'aboutir a un vainqueur du scrutin ou de fagon

© Méthodes d‘e vote et thfaorle du choix social plus général 3 une préference collective ?
@ Introduction et notations

@ Quelques procédures de vote et leurs limites
@ Le théoreme d'impossibilité d'Arrow

@ Un systeme électoral peut donc étre vu comme un procédé
d’'agrégation
@ Les débuts de la théorie des votes ou du choix social remontent aux

18eme siecle sous I'impulsion des travaux de Condorcet de de ceux de
Borda

@ Les résultats théoriques de ces disciplines apportent un regard autre
mais complémentaire sur le probleme d’agrégation des préférences

@ Analyse Relationnelle et ordres médians
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Principales sources du cours Notations et formalisation du probleme

@ Dans cette partie du cours, nous supposerons essentiellement que les
relations de préférences sont des ordres totaux (sans ex-aequo)

@ L'ensemble des candidats est A = {a, b,c,...} avec |A| =n

e D. Bouyssou, T. Marchant et P. Perny, Théorie du choix social et o L'ensemble des votants est C = {1,2,3,..., m} avec |C|[ =m
aide multicritére a la décision. Concepts et méthodes pour I'aide a la @ On remarquera dans ce cadre particulier m est en général beaucoup
décision. Hermes. 2006. plus grand n

@ D. Felsenthal and M. Machover. Electoral Systems. Paradoxes, @ Nous supposons que chaque votant j a une relation de préférence R/
Assumptions, and Procedures. Springer. 2012. que I'on exprimera de la fagon suivante :

o W. Gaertner. A Primer in Social Choice Theory. Oxford University aR'PRICcRid < ar-b>=c>d
Press. 2006.

a est classé ler
b est classé 2nd
c est classé 3eme
d est classé 4eme

o Comment déterminer le vainqueur d’un scrutin?
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Méthodes de vote et théorie du choix social Quelques procédures de vote et leurs limites Méthodes de vote et théorie du choix social Quelques procédures de vote et leurs limites
Rappel du Sommaire Introduction

@ Nous allons présenter quelques systemes électoraux (procédure de
vote ou d’agrégation) bien connus et illustrer sur des exemples les
biais de ces méthodes

@ Représentation des préférences

© Opérateurs d'agrégation o i
@ Nous considérons deux types de procédure de vote :
o les systéemes électoraux uninominaux : voter consiste uniquement a

© Méthodes de vote et théorie du choix social désigner le nom d'un candidat

@ Introduction et notations o les systemes électoraux par listes ordonnées : voter consiste a donner
@ Quelques procédures de vote et leurs limites une liste ordonnée des candidats
@ Le théoreme d'impossibilité d'Arrow @ La procédure de vote peut également consister :
e soit a désigner un unique vainqueur
@ Analyse Relationnelle et ordres médians e soit a désigner plusieurs vainqueurs

e soit a établir une liste ordonnée
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Systemes uninominaux Exemple : “Dictature de la majorité”

@ Dans ce cas chaque votant donne le candidat qu'il classe en premier

@ Néanmoins, pour illustrer certains paradoxes ou propriétés, on ® Suppons 26 candidats {a, b, ..., z} et 100 votants dont les
supposera que chaque votant a une relation de préférence compléte préférences sont les suivantes :

sur I'ensemble des candidats
51 votants ont les préférences aRbRcR...RyRz

@ Nous supposerons aussi que chaque votant est sincére et que son 49 votants ont les préférences zRbRCcR ... RyRa

vote reflete véritablement ses préférences

@ Nous étudions 2 systemes classiques : @ Le SM1T donne a vainqueur avec 51 voix contre 49 voix pour z

o Le systeme britannique : systéme majoritaire a un tour (SM1T) e Quelques remarques :
(“plurality voting” ). Le candidat qui obtient le plus de votes est élu

o Le systéme francais : systeme majoritaire a deux tours (SM2T)
(“plurality voting with runoff”). Au premier tour, si le candidat qui
obtient le plus de votes atteint une majorité absolue (plus de 50% des
voix) alors il est élu. Sinon, on a recourt a un second tour comprenant
les 2 meilleurs candidatats du premier tour. A I'issu de ce second tour,

@ a a une majorité absolue mais quand méme, 49 votants sont
completement contre ce candidat

o Par ailleurs, le candidat b est bien rangé parmi I'ensemble des votants
et aurait pu étre un “bon compromis”

o Cette procédure peut donc conduire a un résultat ne favorisant pas le

) o ] compromis

le candidat ayant eu le plus de voix I'emporte (il a dans ce cas
nécessairement une majorité absolue de voix)
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Exemple : “Majorité et le SM1T Exemple : “Majorité et le SM2T
e Suppons 3 candidats {a, b, c} et 21 votants dont les préférences sont @ Suppons 4 candidats {a, b, c,d} et 21 votants dont les préférences
les suivantes : sont les suivantes :

10 votants ont les préférences aRbRc 10 votants ont les préférences bRaRdRc

g votants ont :es pr%]t?rences bgzga 6 votants ont les préférences cRaRdRb
votants ont les preferences ¢ a 5 votants ont les préférences aRdRbRc
@ Le SMI1T donne a vainqueur avec 10 voix sur un total de 21 . .
_ @ Au ler tour, le SM2T donne b avec 10 voix et ¢ avec 6 voix
e Quelques remarques :
o a est élu sans atteindre une majorité absolue @ Puis au 2nd tour, le SM2T donne b vainqueur avec 15 voix contre 6
e Mais une majorité des votants (11/21) préferent b a a! pour ¢
o |l en va de méme pour le candidat c! @ Quelques remarques :
@ Le SM2T donne a I'issue du ler tour a avec 10 voix et b avec 6 voix. o Une majorité de votants (11/21) préferent a a b!
Puis au 2nd tour, b I'emporte avec 11 voix contre 10 pour a o Une majorité de votants (11/21) préferent d a b!
) Quelques remarques : e Ni ani d sont paSSéS au 2nd tour
o SMI1T et SM2T ne donnent pas le méme vainqueur ! e Donc le SM2T présente également des imperfectons vis a vis de la

o Est-ce que SM2T est meilleur que SM1T ? notion de la majorité
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Exemple : “Vote utile et sincérité des candidats”

@ Nous supposons comme précédemment la situation suivante :

10 votants ont les préférences bRaRdRc
6 votants ont les préférences cRaRdRb
5  votants ont les préférences aRdRbRc

@ Supposons que certains votants décident de ne pas voter sincérement :

6 votants décident de voter aRcRdRb au lieu de cRaRdRb

@ Ce comportement traduit un vote utile en faveur du candidat a
@ Dans ce cas, le SM2T donne a vainqueur dés le ler tour avec une
majorité absolue (11/21) de voix!
@ Remarque :
o Ces votants “non sincéres” au ler tour parviennent a faire élire a au
lieu de b (ce qui se serait passé avec des préférences sinceres)
o Leur stratégie “paye” puisqu'ils préferent sincerement a a b
e Donc le SM2T n'incite pas tous les votants a révéler leurs vrais
préférences. On parle de procédure manipulable
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Quelques procédures de vote et leurs limites
Exemple : “Monotonie et SM2T" (suite)

@ Aprés la campagne on aboutit alors aux préférences suivantes :

8 votants ont les préférences aRbRc
5 votants ont les préférences cRaRb
4 votants ont les préférences bRcRa

@ Au ler tour, le SM2T donne a avec 8 voix et ¢ avec 5 voix
@ Au 2nd tour, le SM2T donne ¢ vainqueur avec 9 voix contre 8 voix

pour a

@ Remarque :

o Le candidat a a réussi a éliminier le candidat b au ler tour

e Mais il perd les élections au 2nd tour face a ¢!

e Alors qu’avant la campagne le candidat a pouvait gagner |'élection face
a b au 2nd tour, aprés la campagne et malgré plus d'électeurs en sa
faveur, il perd I'élection face a ¢ au 2nd tour!
On peut donc manipuler le SM2T en votant “non sincérement”
On dit que la procédure est non monotone (proche du concept de non
décroissance des fonctions d'agrégation)
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Exemple : “Monotonie et SM2T

@ Suppons 3 candidats {a, b, c} et 17 votants dont les préférences sont
les suivantes :

votants ont les préférences aRbRc
votants ont les préférences cRaRb
votants ont les préférences bRcRa
votants ont les préférences bRaRc

N B 1O

@ Au ler tour, le SM2T donnerait a avec 6 voix et b avec 6 voix

@ Au 2nd tour, le SM2T donnerait a vainqueur avec 11 voix contre 6
pour b

@ Supposons que pour renforcer sa victoire a décide de mener une
campagne afin d’attirer davantage les votants de son candidat rival b.
Son but est de faire changer d'avis les 2 votants dont les préférences
initiales sont bRaRc et de les convaincre d'avoir les préférences
aRbRc.
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Exemple : “Paradoxe du pécheur a la ligne”

@ Supposons 3 candidats {a, b, c} et 11 votants dont les préférences
sont les suivantes :
4 votants ont les préférences aRbRc
4 votants ont les préférences cRbRa
3 votants ont les préférences bRcRa

@ Au ler tour, le SM2T donnerait a et ¢ chacun avec 4 voix

@ Au 2nd tour, le SM2T donnerait ¢ vainqueur avec 7 voix contre 4
pour a

@ La victoire de ¢ semblant facile, supposons que certains candidats
décident d’'aller pécher et de ne pas voter. On a alors :

2 votants ont les préférences aRbRc
4 votants ont les préférences cRbRa
3 votants ont les préférences bRcRa

@ Au ler tour, le SM2T donne ¢ avec 4 voix et b avec 3 voix

@ Au 2nd tour, le SM2T donne b vainqueur avec 5 voix contre 4 pour c!
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Exemple : “Paradoxe du pécheur a la ligne" (suite) Exemple : “Vote en sous-comités”

@ Supposons 3 candidats {a, b, c} et 26 votants
@ Supposons de plus que les votants sont de deux catégories distinctes :
e 13 sont en zones urbaines et leurs préférences sont :

4 votants ont les préférences aRbRc
e Quelques remarques : 3 votants ont les préférences bRaRc
3 votants ont les préférences cRaRb
o Les pécheurs ont non seulement profiter de la péche mais ils ont fait 3 votants ont les préférences cRbRa
basculer le scrutin en n'allant pas voter !
o Cela montre que I'on peut manipuler le SM2T en n’allant pas voter
o Une telle procédure n'incite pas a la participation

e Si le scrutin se déroule uniquement en zone urbaine, le SM2T donne a
vainqueur au 2nd tour
e 13 sont en zones rurales et leurs préférences sont :

4 votants ont les préférences aRbRc
3 votants ont les préférences cRaRb
3 votants ont les préférences bRcRa
3 votants ont les préférences bRaRc

o Si le scrutin se déroule uniquement en zone rurale, le SM2T donne a
vainqueur au 2nd tour également
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Exemple : “Vote en sous-comités” (suite) Vote majoritaire
@ Si on ne fait pas de distinction de ces zones et qu'on considere
I'ensemble des préférences :
8 votants ont les pre,f?rences aRbRc @ Les exemples précédents utilisent au moins 3 candidats (n > 3)
6 votants ont les préférences bRaRc . . . . .
S @ Si le choix doit se faire entre n = 2 candidats :
6 votants ont les préférences cRaRb . . . .
L, e Si le nombre de votants m est impaire, alors le vainqueur obtient
3 votants ont les préférences bRcRa . . Lo
= nécessairement la majorité absolue
3 votants ont les préférences cRbRa e SMI1T et SM2T sont équivalents et se réduisent au vote majoritaire
@ Le SM2T donne au ler tour, b et ¢ avec chacun 9 voix! @ Si n =2, le vote majoritaire ne présente pas les paradoxes que nous
(donc a est éliminé) venons de voir
@ Le SM2T donne au 2nd tour, b vainqueur avec 17 voix contre 9 N .
@ Dans le cas n > 3, peut-on se ramener a une succession de votes
@ Quelques remarques : .. . .
majoraitaires entre paires de candidats ?

e On s’attendait a ce que a I'emporte au niveau national

e Cela montre que I'on peut manipuler le SM2T en découpant un
territoire en des communes adéquates

o Ce type de procédure est dit non séparable (proche du concept
d’'associativité des fonctions d'agrégation)
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Vote majoritaire en cascade Exemple : “Influence de |'ordre du jour”

@ Supposons 3 candidats {a, b, c} et 3 votants avec les préférences

suivantes :
@ Le vote majoritaire en cascade considere n — 1 problemes de votes a 2 1 votant a les pr?fe,rences aRbRc
candidats 1 votant a les préférences bRcRa
e On choisit aléatoirement 2 candidats dans la liste A 1 votant a les préférences cRaRb
e On applique la vote majoritaire pour confronter les 2 candidats e Supposons de plus que | “ordre du jour” est le suivant a, b, ¢ :
o Le vaincu est retiré de la liste des candidats o Le vote majoritaire entre a et b donne a vainqueur
e Le vainqueur est confronté a un nouveau candidat tiré aléatoirement o Le vote majoritaire entre a et ¢ donne ¢ vainqueur
Parm'_|es restants _ _ _ @ Supposons maintenant que | “ordre du jour” est le suivant ¢, b, a :
o On réitere le vote majoritaire jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de candidat o Le vote majoritaire entre c et b donne b vainqueur
dans la liste o Le vote majoritaire entre b et a donne a vainqueur!
o Cette approche comporte également des inconvénients @ L’'ordre du jour a donc un impact sur l'issue de cette procédure de
vote
@ Une telle méthode est dite non neutre (proche du concept de
symmétrie des fonctions d'agrégation -mais sur les candidats-)
@ SMI1T et SM2T sont en revanche neutres
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. u . . Va . . . 1] \ by 4 n
Exemple : “Unanimité et vote majoritaire en cascade Systemes par “listes ordonnées

@ Supposons 4 candidats {a, b, c,d} et 3 votants avec les préférences . _ . . i
@ Les sytemes uninomiaux vus précédemment présentent de nombreux

suivantes : . , .
Inconveénients
1 votant a les préférences bRaRdRc @ Les syteémes a ‘listes ordonnées” tentent de faire mieux en exigeant
1 votant a les préférences cRbRaRd des votants plus d’'information sur leurs préférences
1 votant a les préférences aRdRcRb (I'idée alors est qu'on pourrait limiter -voire éliminer ?- ces

L . inconvénients
@ Supposons de plus que | “ordre du jour” est le suivant a, b, ¢, d : )

o Le vote majoritaire entre a et b donne b vainqueur @ Dans ce cas chaque votant donne un classement de tous les

o Le vote majoritaire entre b et ¢ donne ¢ vainqueur candidats
o Le vote majoritaire entre c et d donne d vainqueur @ Le probleme devient un probleme d’agrégation de listes ordonnées
permettant :

@ d est vainqueur alors que tous les votants préferent a a d'!
o soit de déterminer le ou les vainqueurs

o , . , s i ; i _
Une telle procédure ne respecte pas le principe d’'unanimité o soit de déterminer un classement collectif ou global

@ SMIT et SM2T respectent en revanche le principe d'unanimité
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Méthode de Condorcet Exemple : “Principe de Condorcet et SM1T"

Suppons 3 candidats {a, b, ¢} et 21 votants dont les préférences sont
@ Condorcet propose en 1785 la régle de la majorité par paire les suivantes :
(RMP) : pour chaque paire de candidats (a, b), on prendra a
collectivement préféré a b, si le nombre de votants ayant classé a
avant b est strictement supérieur au nombres de votants ayant classé
b avant a. S'il y a autant de votants supportant a = b que de votant
supportant b > a alors on prendra a collectivement indifférent a b

10 votants ont les préférences aRbRc
6 votants ont les préférences bRcRa
5 votants ont les préférences cRbRa

@ SMI1T donne a vainqueur
@ Le principe de Condorcet est alors le suivant : s'il existe un candidat @ La RMP donne notamment :
qui est préféré a chacun des autres candidats en utilisant la RMP, o b a (11 contre 10)
c'est ce candidat qu'il faut élire. Ce candidat est appelé vainqueur o b c (16 contre 5)
de Condorcet et il est nécessairement unique o Donc le vainqueur de Condorcet est ici b!
@ A fortiori SM2T ne vérifie pas le principe de Condorcet non plus
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L'effet Condorcet Méthode de Borda

@ Le principe de Condorcet semble tout a fait naturel
@ Borda propose en 1781 une autre méthode que I'on appellera régle

de Borda (RB). La méthode consiste a donner un score global a
chaque candidat étant donné les rangs donnés par chaque votant.
Pour chaque paire de candidats (a, b), on prendra a collectivement
préféré a b, si la somme des rangs de a dans les listes des votants est
2RbRc strictement inférieure a celle de b. Si on suppose que les ordres sont
complets et sans ex-aequo alors le premier de la liste recoit un score
de 1, le deuxiéme un score de 2 . ..

@ Mais le vainqueur de Condorcet n'existe pas toujours !

@ Condorcet a mis en évidence un paradoxe qui explique les limites de
sa méthode

@ Supposons 3 candidats {a, b, c} et 3 votants avec les préférences :

1 votant a les préférences
1 votant a les préférences bRcRa

1 votant a les préférences cRaRb
@ Par exemple, si la liste ordonnée est aRbRc alors a a un score de 1, b

o LaRMP donnea= b, bz cetciza un score de 2 et ¢ un score de 3. On attribue ce type de score pour

@ Il n'y a donc pas de vainqueur de Condorcet chaque votant puis on somme ces scores pour chaque candidats. Ce

e Au niveau collectif, on observe un cycle a = b > ¢ = a et une relation score agrégé donne alors le classement (le plus petit score étant le
non transitive (alors que chaque relation individuelle était transitive) vainqueur)

@ C'est ce qu'on appelle I'effet ou le paradoxe de Condorcet

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 183 J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 184



Quelques procédures de vote et leurs limites
Exemple : “Méthode de Borda et de Condorcet”

@ Suppons 4 candidats {a, b, ¢, d} et 3 votants dont les préférences
sont les suivantes :

2 votants ont les préférences bRaRcRd
1 votant a les préférences aRcRdRb

@ La RB donne les scores globaux suivants :

a = 24241 = 5
b = 14144 = 6
c = 34+43+2 = 8
d = 4+4+3 = 11

@ La RB donne a vainqueur

e La RMP donne b vainqueur car b= a = ¢ = d (2 contre 1 pour
chaque paire)

@ Donc la méthode de Borda ne vérifie pas le principe de Condorcet
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Exemple : “Méthode de Borda et condition
d’'indépendance”

@ Reprenons I'exemple précédent pour lequel la RB a donné a
vainqueur :

2 votants ont les préférences bRaRcRd
1 votants ont les préférences aRcRdRb

@ Supposons que ¢ et d décident de retirer leur candidature on a :

2 votants ont les préférences bRa
1 votants ont les préférences aRb

e La RB donne alors un autre vainqueur b! (alors que la place relative
de ces candidats au sein des listes n'a pas changé)

@ Ce probleme sera formalisé dans la section suivante sous le nom
d'indépendance (vis a vis des alternatives tierces)
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Avantages et inconvenient de la méthode de Borda

@ La RB possede les avantages suivants :

o Elle permet toujours de désigner un ou plusieurs vainqueurs (la RMP
ne conduisant pas toujours a un vainqueur de Condorcet)

o Elle permet d'obtenir au niveau collectif une liste ordonnée (pas de
probléme de transitivité)

o Elle permet de tenir compte des ex-aequo (méme si on a supposé des
ordres totaux sans ex-aequo précédemment)

o Elle vérifie les propriétés suivantes : neutralité, anonymat, séparabilité,
monotonie et incitation a la participation (donc les systémes par “listes
ordonnées” présentent des avantages vis a vis des systemes
uninominaux)

@ Elle posseéde néanmoins un inconvénient sérieux : le résultat collectif
obtenu entre deux candidats a et b, dépend non seulement de la place
relative de ces deux candidats au sein des listes ordonnées
individuelles mais également de la place relative que a et b ont vis a
vis des autres candidats ¢, d, ...
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Sur les procédures de vote

e L'idéal serait une méthode qui allie les avantages de la RMP (principe
de Condorcet) et ceux de la RB tout en évitant les problemes de
chacune de ces procédures a savoir la non transitivité (effet
Condorcet) et la dépendance vis a vis des place relatives de chaque
paire de candidat vis a vis des autres

@ Par ailleurs, les méthodes vues jusqu'a présent tentent d'élire par
défaut un seul vainqueur. Nous pouvons imaginer un systeme “a la
proportionnelle” dont I'issue serait la mise en place d'une assemblée
représentative

@ Mais il existe également des situations paradoxales pour les systemes
“a la proportionnelle”

@ Comme nous avons pu le constater, le probleme d'agrégation de
préférences par une procédure de vote démocratique est un probleme
difficile. Dans la section suivante dédiée a la TCS, on verra que 'on
peut formaliser cette difficulté
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Rappel du Sommaire Introduction

o K. Arrow est le Nobel en économie de 1972, prix qu'il recoit pour sa
contribution a la TCS et pour son fameux théoréme d'impossibilité

@ Représentation des préférences énoncé en 1951 (puis a nouveau en 1963)
@ Ce résultat a eu beaucoup d'impact dans de nombreuses disciplines :
@ Opérateurs d’agrégation sciences économiques, sciences politiques, théories de la décision, ...

@ Le probleme initial auquel s'intéresse Arrow est similaire a
I'agrégation de listes ordonnées : on cherche a agréger n > 3
préordres totaux notés (R!,..., R") en un préordre total collectif noté
>, par le biais d'une procédure d'agrégation A

@ Les préférérences sont représentées ici sous forme de relations
binaires. Notons PO(A) I'ensemble des préordres possibles d'un
ensemble de candidats A

@ On cherche donc une procédure d’agrégation A telle que :

A PO(A)" — PO(A)
(RY,...,R") — =

© Méthodes de vote et théorie du choix social
@ Introduction et notations
@ Quelques procédures de vote et leurs limites
@ Le théoreme d'impossibilité d'Arrow

@ Analyse Relationnelle et ordres médians
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Axiomes d'Arrow Formalisation des axiomes d'Arrow
@ Arrow s'est intéressé aux procédures d'agrégation A vérifiant les 5 @ Pour étudier la question d'Arrow, il est nécessaire de formaliser

conditions suivantes :
o Universalité : tout préordre de PO(A) est admissible (tout votant peut
exprimer tout type de préordre possible)
o Transitivité : le résultat de A doit &tre un préodre complet (le résultat
doit permettre de déterminer un ou des vainqueurs ainsi qu’un
classement des tous les candidats) @ Universalité : A doit donner un résultat pour tout élément de PO(A)”"

o Unanimité : le résultat de A ne doit pas contredire un avis unanime (A est une fonction définie sur PO(A)" tout entier)
des votants (si tous les votants préferent a a b il ne peut en étre

autrement en ce qui concerne le choix collectif)
o Indépendance (vis a vis des candidats tierces) : le résultat de A

mathématiquement ces axiomes
@ Rappelons qu'étant donné une relation binaire R, | désigne sa partie
symétrique et P sa partie asymétrique

e Transitivité : A doit donner un résultat appartenant a PO(A)
(A est une fonction a valeur dans PO(A) tout entier)

concernant la comparaison entre deux candidats a et b ne dépend que @ Unanimité : A est tel que : Va, b ((Vi eC: aPib) = a - b)

de leur position relative dans les préodres des votants (la RB ne vérifie o Indépendance : A est tel que pour tout

pas cet axiome) _ o (RY,...,R™),(R™,...,R'") € PO(A) et pour tout a,b € A :
o Non dictaure : il n'existe pas de votant qui puisse imposer ses v ((aRib o aR’ib) A (bRia o bR’ia)) —~(a=bAra ) b)

préférences individuelles a tous les autres votants Non di A | cC beA
@ Question d'Arrow : Existe t-il une méthode d’agrégation A o Non dictature : A est tel que pour tout / € L et pour tout a,b € A

1 n n . i
permettant de satisfaire ces 5 conditions ? A(RY,...,R") e PO(A)" : aP'bA b > a
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Théoreme d'impossibilité d'Arrow

Théoreme.

Si le nombre de votants m est fini, dés lors que le nombre de candidats n
est supérieur ou égale a 3, il n'existe aucune méthode d’agrégation A qui
satisfasse simultanément les conditions d’universalité, de transitivité,
d’unanimité, d’indépendance et de non dictature

@ Ce résultat théorique permet de mieux comprendre les inconvénients
soulevés pour chaque procédure de vote dans les exemples précédents

@ La méthode de Condorcet (RMP) vérifie I'universalité, I'unanimité,
I'indépendance, la non dictature mais pas la transitivité (effet
Condorcet)

@ La méthode de Borda (RB) vérifie I'universalité, la transitivité,
['unanimité, la non dictature mais pas I'indépendance

@ Ainsi si A devait satisfaire les conditions d'universalité, de transitivité,
d'unanimité et d'indépendance, alors A serait dictée par un seul
individu !

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences 2014-2015 / 193

Méthodes de vote et théorie du choix social Le théoreme d'impossibilité d'Arrow

Exemple : “Préférence collective Lukasiewicz-transitive”

Soit Va, b: R(a, b) € [0,1] le degré d'appartenance de (a, b) a =
Si > est Lukasiewicz-transitive alors Va, b, ¢ :

R(a,b) + R(b,c) —1 < R(a, c)

Supposons 3 candidats {a, b, c} et 3k votants avec les préférences :

k votants ont les préférences aRbRc
k votants ont les préférences bRcRa
k votants ont les préférences cRaRb

@ Soit la relation floue collective > définie par :

j - aR’
R(a,b) = |i G(Cna b|

> ainsi définie vérifie la Lukasiewicz-transitivité mais elle présente des
effets Condorcet puisque dans I'exemple on a R(a, b) =2/3
R(b,c) =2/3 et R(c,a) = 2/3 (résultat inexploitable en pratique)
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Quelques développements autour du théoreme d'Arrow

@ Peut-on faire mieux si on affaiblit la condition de transitivité de > 7
e > quasi-transitive (transitivité de >) au lieu de > transitive : on
montre alors que A est dictée par une oligarchie
e = sans cycle au lieu de > transitive : on montre alors qu'il peut exister
un votant ayant un droit de veto absolu

@ Peut-on faire mieux si on avait des relations de préférences
indivudelles et/ou collective floues?
o Pour des préférences floues, alors chaque paire (a, b) a un degré
d'appartenance a R, noté R(a, b), a valeur dans [0, 1]
e Pour des préférences floues la propriété de transitivité se généralise au
concept de T-transitivité ol T est une t-norme
o Si la préférence collective = est floue, alors :

o Sila T-transitivité est trés stricte (t-norme proche du min), on
retombe sur des résultats d'impossibilité de déterminer un
vainqueur ou un classement

e Sila T-transitivité est trés faible, on obtient des résultats de
possibilités mais qui permettent des effets Condorcet

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Quelques développements autour du théoreme d'Arrow
(suite)

Agrégation des préférences 2014-2015 / 194

@ Parmi les axiomes d'Arrow, celui sur I'indépendance est le plus
contesté

@ Peut-on faire mieux si on affaiblit la condition d'indépendance de > 7

e En remplacant la condidion d'indépendance par une version plus faible
appelée : “local stability” par H.P. Young ou “indépendance partielle”
par P. Michaud, on montre qu'il existe une procédure de vote
satisfaisant aux 4 autres conditions d'Arrow

o Cette procédure de vote est suggérée par Concorcet lui-méme !

o Nous voyons dans la section suivante une formalisation de cette
procédure
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Rappel du Sommaire

@ Analyse Relationnelle et ordres médians
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Analyse Relationnelle et ordres médians Introduction et notations

Introduction

@ L'Analyse Relationnelle (AR) est une approche développée
initialement par J.F. Marcotorchino et P. Michaud a la fin des années
1970 au centre scientifique d'IBM et qui repose sur les travaux de
Condorcet

@ Permet de donner une méthode de calcul pour la regle de Condorcet
globale apportant une solution efficace au probleme d’'agrégation de
relations de préférence

o Cette approche s'intéresse a d’autres types de probléemes connexes :

o L'AR s'appuie sur des outils de la théorie des graphes de I'algebre
relationnelle, des statistiques et de la programmation linéaire (en
nombres entiers)

o I'AR permet de modéliser et de proposer une méthode de résolution du
probleme général de I'agrégation de relations binaires et notamment
I"agrégation de partitions menant a une formalisation du probleme de
classification automatique
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Rappel du Sommaire

o Représentation des préférences
© Opérateurs d'agrégation
© Méthodes de vote et théorie du choix social

@ Analyse Relationnelle et ordres médians
@ Introduction et notations
@ Choix d'une bonne regle pour la décision collective et AR
@ Méthode de calcul dans le cadre de I'AR
@ Cas et propriétés particuliers
@ Cas général
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Principales sources du cours

@ J.F. Marcotorchino et P. Michaud, Modeles d'optimisation en analyse
des données relationnelles. Math. Sci. Hum.. Vol 67. 1979.

@ P. Michaud, Hommage a Condorcet. Etudes du Centre Scientifique
d'IBM France. 1985.

@ H.P. Young, Condorcet's Theory of Voting. American Political Science
Review. 1988.

e O. Hudry, B. Leclerc, B. Monjardet et J.P. Barthélémy, Médianes ,
Métriques et Laticielles. Concepts et méthodes pour I'aide a la
décision. Hermes. 2006.

@ J. Ah-Pine et J.F. Marcotorchino, Overview of the Relational Analysis
approach in Data-Mining and Multi-criteria Decision Making. Web
Intelligence and Intelligent Agents. Intech. 2010.
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Représentation des relations de préférence en AR Exemple de matrices relationnelles

@ Les matrices relationnelles de deux exemples :

1. 1 1 1 H .
@ Dans I'approche condorcéenne sur laquelle se batit I'AR, on ° R*:aR'bR cRd ce qui donne :

représente les relations de préférence par des matrices de a b c d
comparaison par paires que |'on nommera également matrices 2/1 1 1 1
relationnelles individuelles. b0 1 1 1
@ Soit R une relation de préférence sur un ensemble A = {a, b, ...} clfo 0 11
d'alternatives de cardinal |A| = n. Sa matrice relationnelle associée, d\0 0 01
notée R, est sa représentation matricielle (CM1). Il s'agit d'une ) oo _
. L e . e o R¢: aR*cR<bR*d ce qui donne :
matrice carrée binaire de taille n X n de terme général :
1 s aRb a b c d
Rab:{ 34 af1 11 1
0 sinon blo 1 0 1
c|l0 1 1 1
d\0 0 0 1
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Exemple (matrices relationnelles - suite) Matrice relationnelle collective
@ Les matrices relationnelles de deux autres exemples : Définition.
3. L 13pR3P3 : :
o R*:al"bR7cR*d ce qui donne - o Soient n candidats et m votants. Soit R* la matrice relationnelle
a b c d codant la relation de préférence sous-jacente au votant k avec
a /111 1 ke{l,2,...,m}.
b1 1 11 e On définit la matrice relationnelle collective des R¥, la matrice
2 8 8 (1) 1 carrée d’ordre n notée C sommant les matrices relationnelles
individuelles R¥ et dont le terme général vaut :
o R*: dR*PR*cR*a ce qui donne : mo
Ch = Z Rab
a b c d —1
afl 0 0 O
b1 1 1 0 P .
cl1 o0 1 0 o C_;, est égal au nombre de votants supportant la relation a > b. )
d\1 1 1 1

o Comme Vk;V(a,b) : R%, € {0,1} ona Cy € {0,..., m}.
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Exemple de matrice relationnelle collective

@ Soit les matrices relationnelles individuelles suivantes

1 111 1 111 1 111 1 0 00
011 1] 10101 11111110
oo0111'fo1111'’fo01 11'11T 010
0 0 01 0 0 01 0 0 01 1 111
R R2 R3 R
@ La matrice relationnelle collective est alors :

a b ¢ d

A a/4 3 3 3

bl2 4 3 3

_ k
C_kz_:lR T cl1 1 4 3
N d\1l1 1 1 4

@ Par exemple Cp. = 3 car il y a 3 votants pour lesquels b > c.
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Choix d'une bonne regle pour la détermination d'une
relation de préférence collective

@ Dans le cadre de I'AR, les matrices relationnelles individuelles et
collective permettent d’agréger les relations de préférences.

@ Maintenant comment déterminer a partir de C, une relation d'ordre
qui résume les relations de préférences individuelles 7 Autrement dit
quelle serait une bonne régle permettant de déterminer une relation
de préférence collective ?
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Rappel du Sommaire

o Représentation des préférences
© Opérateurs d'agrégation
© Méthodes de vote et théorie du choix social

@ Analyse Relationnelle et ordres médians
@ Introduction et notations
@ Choix d'une bonne regle pour la décision collective et AR
@ Méthode de calcul dans le cadre de I'AR
@ Cas et propriétés particuliers
@ Cas général
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Retour sur la regle de la majorité par paire

@ Notons par X la matrice relationnelle représentant la relation
collective issue d'une regle.

o La regle de la majorité par paire (RMP) proposée par Condorcet
consiste, pour chaque paire d'alternatives (candidats) (a, b), a
prendre a = b s'il y a plus d'attributs (votants) qui supportent la
relation a > b que d’attributs soutenant b > a.

@ Etant donnée une matrice relationnelle collective C, on définit
formellement la relation collective X issue de la reégle majoritaire par
paire de la maniére suivante, Va, b € A :

X., — 1 siCyp > Cyp,
2= 0 sinon
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Exemple (RMP) Effet Condorcet dans le cadre du probléme du triangle

: L r ngle moyen
@ Dans le cadre de I'exemple précédent on a : SEEIE ey

a b c d
af4 3 3 3 @ Exemple issu de G. Guilbaud. Eléments de la théorie des jeux. Dunod.
b2 4 3 3
C= 1956
cll 1 4 3 . : : .
d\1 1 1 2 @ Considérons les quatre triangles rectangles suivants ou d;, e;, h;

représentent respectivement les longueurs du ler, 2nd cotés et de
I'hypoténuse du triangle T; :

@ En appliquant la régle majoritaire par paire on obtient :
PPiq g J P P 0T12d1:5,61:12,h1:13

a b c d e T2:d,=15 e =8, h, =17
a 1 1 1 1 °T3Zd3:3,63:4,h3:5
blo 1 1 1 o T4d:dy =7, e, =24, hy =25
X = . \ sy s
clO0 0 1 1 @ Ces triangles sont rectangles car on a la propriété que
d\0 0 0 1 d? 4+ e? — h? = 0.
@ Pour cet exemple la RMP donne un ordre total : a > b > ¢ = d.
@ Mais rappelons que la relation collective n'est pas toujours transitive !
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“Effet Condorcet” dans le cadre du probleme du triangle Effet Condorcet dans le cadre du probléeme du triangle
rectangle moyen (suite) rectangle moyen (suite)
@ Pour déterminer le “triangle rectangle moyen” on a d'abord proposé
de résoudre le probleme suivant : e En fait le probléme est mal posé. Il faut contraindre le triangle
minimiser : Y7 (x —d))? + 3" (y — &)? + .7 (z — hi)? s Lo Iy
i=1 ! i=1 ! i=1 ! moyen a respecter le théoreme de Pythagore : cette propriété ne va

avec : x>0,y>0,z>0
@ La résolution du probléme précédent aboutit a la définition du L bl bi , | . _
“triangle rectangle moyen” comme étant celui dont les cGtés sont ¢ e probeme |enmpose et s suwanr:t : m
gle rectang y L minimiser © >, (x — d;)? + 37 (v — &) + X4 (2 — hi)?
de longueurs issues des moyennes arithmétiques :

z=h=AM(h, ":h4)' _ @ La résolution du probleme précédent qui donne un véritable triangle
© On obtient alors : d = 7.5, € =12, h = 15 rectangle moyen est : x = 7.062, y = 11.3 et z = 13.325
o Probleme : d° + e — B = —24.75 #0.

Le triangle moyen n’est pas rectangle!

pas émerger toute seule!

slc 1 xX>+y?2—22=0
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Regle de la majorité globale sous contraintes Exemple (RMGC)

e La regle de la majorité globale sous contraintes (RMGC)
également proposée par Condorcet consiste a retenir parmi toutes

les relations d’ordre total ? possibles celle qui est la plus

supportée par I’ensemble des votants.

@ Etant données, une matrice relationnelle collective C et une relation

d’'ordre total X, on détermine le nombre d’attributs supportant cette a
relation en calculant la quantité V suivante : Z 1
eSiXl=dr-cr-br-a:Xl= 1
V(C7X) = Z Cab :j 1
(a,b):aXb
a
@ La RMGC consiste donc a résoudre le probléeme suivant : ‘Z (1)
. 0eSiX?=arbrcrd:X=
maximiser V(C, X) - == c|oO
s.l.c X est une relation d'ordre total d\0

2. Pour rappel : relation binaire qui est réflexive, compléte, transitive et antisymétrique
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Reégle de la majorité globale sous contraintes (suite)

@ Dans le cadre de I'exemple précédent on a : C =

OO KH O  HHREFR,OO
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a b c d
a /4 3 3 3
b2 4 3 3
cl1l1 1 4 3
d\1 1 1 4
c d
0 0
0 0. 1y _
10,V(C,X)_23
1 1
c d
1 1
1 1
11 ;V(C, X?) =34
0 1

@ X2 est une meilleure solution que X!. X2 est en fait |'optimum.
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Choix d'une bonne régle pour la décision collective et AR
Exemple (Liens entre RMP et RMGC)

@ Dans le cadre de I'exemple précédent on a :

@ La RMGC vérifie les conditions d'Arrow suivantes : a b
@ universalité a/4 3
e unanimité faible bl 2 4
@ non d.ic.ta.ttire C= cll 1
o transitivité d\1 1

oL ndition d’indépendan is a vis des alternati ier Il . .

afo dItIIO d’'indépenda cve vis a VIS, ds a e. atives tie ng telle o En appliquant la RMGC on obtient -
qu'énoncée par K. Arrow n'est pas vérifiée mais une condition plus

souple intitulée indépendance partielle 3 est vérifiée. a b
@ Relations entre RMP et RMGC : afl1
o Si pas d'effet Condorcet alors le résultat de RMGC coincide avec le X* — bfo 1
résultat de RMP c|l0 O
e Si vainqueur de Condorcet alors il s’agit du premier classé par RMGC d\0 0

= B~ W w0

O R H= M= 0O

AW W W QA

=== = Q)

o Cette solution est également celle obtenue par la RMP (car pas

3. P. Michaud, Hommage a Condorcet. Etudes du Cent. Sci. d'IBM Fr.. 1985.
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d'effet Condorcet). Par ailleurs le vainqueur de Condorcet est ici a.
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Complexité du calcul de la solution issue de la RMGC Rappel du Sommaire

o La regle majoritaire globale sous contraintes est une bonne regle. o Représentation des préférences

@ Mais, en I'état, elle n'est pas exploitable dans des cas pratiques dés
que le nombre d’alternatives est supérieur a quelques unités. @ Opérateurs d’agrégation
e En effet, pour déterminer la solution du probléme (1) il faut

énumérer I'ensemble des relations d’ordre total sur A. Il y a n!

solutions possibles! Il s'agit d'un probleme NP-complet. © Méthodes de vote et théorie du choix social

° 4l =

o g! — igo @ Analyse Relationnelle et ordres médians

o 7! = 5040 @ Introduction et notations

e 10! = 3628800 Choix d'une bonne régle pour la décision collective et AR
o 25!~ 10%° Méthode de calcul dans le cadre de I'AR

Cas et propriétés particuliers
Cas général

o |l faut donc déterminer une méthode de calcul efficace
permettant de traiter des problemes concrets.
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Linéarité du probleme dans le formalisme de I'AR Linéarité du probleme dans le formalisme de I'AR

@ Le critere de Condorcet dans le cadre de |'agrégation des

@ Se pose maintenant la question d'une méthode de calcul permettant " e oy .
préférences s'écrit de la maniére suivante :

de déterminer la solution issue de la regle majoritaire globale sous

contraintes. V(C,X) = Z C., = Z C.uXap
e J.F. Marcotorchino et P. Michaud (1979) ont déterminé une méthode (a,b)eX (a,b)€A?

permettant de faire ce calcul. lls sont arrivés a résoudre de maniére

R . N . i . C’est donc une fonction linéaire par rapport a la matrice relationnelle
exacte des problemes allant jusqu'a une centaine d'alternatives.

I , inconnue X

@ lIs ont montré que : . . , . ,
q @ X est la matrice relationnelle d'une relation d'ordre total. Les

propriétés de ce type de relations de préférence s'expriment de la

maniere suivante :

© la régle majoritaire globale sous contrainte pouvait s'exprimer en
utilisant des matrices relationnelles individuelles et collective. Dans ce
cas, la régle se traduit par la maximisation d’une fonction linéaire.

Cette fonction est appelé critere de Condorcet en AR. Propriété Définition logique Contrainte linéaire

@ les propriétés relationnelles définissant le type de relation de Réflexivité Va(aRa) Va(X, = 1)
préférence pouvait également s'exprimer en utilisant des matrices Antisymétrie | Va, b((aRb A bRa) = a = b) Va # b(Xap + Xps < 1)
relationnelles. Dans ce cas, ces propriétés pouvaient s'exprimer telles Compléte Va # b(aRbV bRa) Va # b(Xap + Xpa > 1)
des contraintes linéaires. Transitivité | Va, b,c((aRb A bRc) = aRc) | Va, b(Xap + Xpe — Xae < 1)
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Programme linéaire binaire

@ Dans le cadre de I'AR, le probleme de |'agrégation de relations de
préférence afin d’obtenir une relation collective qui soit un ordre total
est modélisé par un programme linéaire binaire :

maximiser : V/(C,X) = Z(a,b)eAz C.uXap

X, =1 Va (Réfléxivité)
S.I.C . Xab —|— Xba = 1 Va ;é b (Antisymétrie, Compléte)
Xap+ Xpe — Xae <1 Va,b,c  (Transitivite)

avec : X, € {0,1} Va,b (sinaritg)

@ On peut donc utiliser des solveurs de PL en nombres entiers
(GLPK (open source), CPLEX (llog/IBM),...) pour résoudre le
probleme

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Cas et propriétés particuliers
- 1
Notations de I'AR
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@ Dans la suite du cours, nous utiliserons les notations suivantes :

Notation Définition
A Ensemble des alternatives ou candidats
n Cardinal de A
C Ensemble des attributs ou votants ou criteres
m Cardinal de C
R¥ Relation de préférence sous-jacente a k € C
RF Matrice relationnelle de R¥
—k . . .
R Relation complémentaire* de R*
—k . . e e
R Matrice relationnelle de R* : R,, =1 — R%,
Cc Matrice relationnelle collective C =), R¥
C Matrice relationnelle collective C = >", R
X Relation binaire représentant la décision collective
X Matrice relationnelle de X

4. Ya,bc A :aRb < —(aRb)
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Rappel du Sommaire

o Représentation des préférences
© Opérateurs d'agrégation
© Méthodes de vote et théorie du choix social

@ Analyse Relationnelle et ordres médians

Introduction et notations

Choix d'une bonne regle pour la décision collective et AR
Méthode de calcul dans le cadre de I'AR

Cas et propriétés particuliers

Cas général
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Agrégation de relations d'ordre total
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@ Le cas d'école c'est lorsque le probleme consiste a agréger m
préférences qui sont toutes des relations d’ordre total et de
déterminer une relation d'ordre total collective.

@ Dans ce cas on a les propriétés suivantes :

o Les matrices relationnelles R¥ vérifient toutes les contraintes linéaires
(réflexivité, antisymétrie, compléte, transitive), Vk :
e Va : R;‘a =1
o Vab : RN, +RE =1
o Va,b,c : RS, +RE. — Rk <1
e Va :Cpu=m
e Va,b :Chpp+Cpa=m
o Va,b,c :Cypp+Cpc—Coe <m
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Agrégation de relations d'ordre total (suite) Agrégation de relations d'ordre total (suite)
@ Si la relation collective recherchée est contrainte a étre une relation @ Dans le cas de I'agrégation de relations d'ordre total, le critere de
d'ordre total (RMGC) alors nous avons la propriété suivante : Condorcet peut donc également se formaliser de la maniére suivante :
max Z C.pX;p & max Z C.uXab A(C,X) = Z (Cabxab + Cabxab)
(a,b)eA? (a,b)eA? (a,b)EA?
v(eXx) V(CX) @ On a max V(C, X) < max V(C,X) et donc
max V(C, X) < max A(C, X).
Démonstration. o Or nous avons :
ma C.uX,, < ma m—Cu)(1—X 1 m —
XZ(a,b)EAz ab/N\ab XZ(a,b)EAz( ab)( ab) A(C7X) = — Z Cab — —) Xab + Cabj|
<  max Z(a,b)eA2(CabX3b +m—mX,p — Cab) (a.b)eA2 2
& max Z(a,b)eM C.uXap
+mn? — m2) 5 C Ainsi max V(C, X A(C, X Cop— @) X
5 (a,b)ea? Cab @ Ainsi max V(C,X) & maxA(C, X) < maXZ(a.b)eAz (Cab — ) Xap.
< max Z(a,b)eA2 CanX, @ Dans le cas des ordres totaux, le critere de Condorcet vérifie la
uy propriété de la majorité absolue (par paire et globale).
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Exemple (Relations d'ordre totale et majorité absolue) La régle de Kemeny (1959)
Voitures prix conso. niv. niv. @ Le critére de Kemeny est de nature métrique en comparaison du
(euros) | (1/100 km) | poll. confort critere de Condorcet qui est plutdt de nature logique.
a 10k 6.5 A Mauvaise o Etant donnés m attributs (votants) proposant des classements de n
b 20k 76 B Bonne alternatives (candidats), on détermine les matrices relationnelles de
c 25k 7.5 C Moyenne Chaque attribut notées R¥.
d 30k 8.2 D | Trés bonne e On définit la distance entre deux relations d’ordre R¥ et X de la
@ Chaque variable induit une relation d'ordre totale. On obtient : maniere suivante :
a b c d a b ¢ d d(Rk,X): Z ’Rgb_xab’
a/4 3 3 3 a/2 1 1 1 (a:b)€A:a7b
b1 4 3 3 m bl -1 2 1 1 . )
C= cl1 1 24 3 et (C— 5 1) = cl -1 -1 2 1 o La regle de Kemeny consiste alors a résoudre le probleme (on parle
d\1 1 1 4 \:,2./ d\ 1 -1 -1 2 également du probléme de I'ordre médian) suivant :
minimiser : Kem({R¥}x, X) = d(Rk, X
@ On peut voir que la solution optimale X* = a > = d vérifie la ({R%3k, X) =2 ec d )

b .
s.l.c : X est une relation d'ordre total
propriété de la majorité absolue (V(C,X*) =34 >
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas et propriétés particuliers

La regle de Kemeny (1959) (suite)

@ Dans le cadre des relations d'ordre total, la minimisation du critere
de Kemeny, Kem({R*}«, X) = 3", d(R¥, X), est équivalente a

la maximisation du critére de Condorcet.

Démonstration.

min Kem({R*}1, X) & min)_, d(R¥, X)
& min 30, 3, [RY, — Xapl
& miny, 3R, — Xab)?
& min 3, 3, 2p((RE,)? + (Xap)® — 2R, Xop)
& min}, 30, (R, + Xap — 2RE,Xap)
< min Z#b(cab + mX,p — 2Cabxab)
< min _2Za;éb Cabxab—l—za#bcabﬁ-
4 maxza;éb CabXab
< max V(C, X)

n(n+1)

2

O

v
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La regle de Kendall (1948)
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@ Le critere de Kendall est de nature statistique en comparaison des

critéres de Condorcet et de Kemeny.

@ Soient m variables numériques V¥ dont les valeurs sont mesurées
pour n individus. On a les définitions suivantes en statistiques non

paramétriques :

o Une paire a # b est dite concordante pour V¥ et V' si :
(VE< VEYA (V< V])ou (VE> VE)A (V!> V)

o Une paire a # b est dite discordante pour V¥ et V/ si :
(VE< VEYA (V> V])ou (VE> VE)A (V! < V)

@ On définit alors le tau de Kendall entre deux variables V¥ et V/ de

la maniere suivante :

_ Nb de paires concordantes — Nb de paires discordantes

T(Vk’ Vl) n(n—1)
5
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas et propriétés particuliers

La regle de Kemeny (1959) (suite)

o Kemeny n’avait pas non plus proposé de méthode de calcul pour la

détermination de la relation d'ordre total collective mais s'est

davantage intéressé a I'étude de la mesure Kem(C,S).
@ On peut en fait traiter le probléeme dans le cadre de I'AR. Ainsi, la
regle de Kemeny peut étre modélisée par programmation linéaire

binaire :
minimiser :  Kem({R*}, X)
Xpa=1 Va
s.l.c : Xap+ Xps =1 Va# b

Xab+xbc _xac <1 Va, b,C

avec : X, € {0,1} Va,b (sinaritg)

(Antisymétrie, Compléte)

(Transitivité)

@ Dans le cas de I'agrégation de relations d'ordre total, ce probleme est

équivalent a la RMGC.
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La regle de Kendall (1948) (suite)

2014-2015 / 230

o La regle de Kendall consiste alors a résoudre le probleme suivant :

maximiser

Kend({V*}i, X) = L5, o T(VK, X)

s.l.c : X est une relation d'ordre total

@ On peut représenter le probleme dans le formalisme relationnel.
Considérons les matrices relationnelles codant les relations d'ordre
sous-jacentes aux variables V¥. Notons les V.

@ Nous avons la propriété suivante pour deux variables V¥ et V/ :

Nb de paires concordantes — Nb de paires discordantes

Y (apyenz (Ve =V

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Agrégation des préférences
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Exemple (7 de Kendall et matrices relationnelles) La regle de Kendall (1948)
’ Voitures H prix ‘ conso. ‘ poll. ‘ confort ‘ @ Dans le cadre des relations d'ordre total, la maximisation du critére
3 10k 6.5 A Mauvaise de Kendall, Kend({V*},, X) = % > ke T(VE, X), est équivalente
b 20k 7-6 B Bonne a la maximisation du critére de Condorcet.
c 25k 7.5 C Moyenne Démonstration.
d 30k 8.2 D | Trés bonne max Kend({V*},, X) < max_zk (VK X)
& V X
@ Prenons V!=prix et V2=consommation. On a® V!, V2 et V1 — \/1 mn(" 1) 2k Z(a b)€A2( Via)Xab
qui valent respectivement : < max mn(n 1) Z(a b)eA2(Zk ab Zk Vi) X,
1111\ /1111 0 1 1 1 oom ’"”(” D 2(apyer(Cob = Coa)Xa
0111 (0101 1 0 1 1 < ma mn(n 1) 2(ab)enz(Cab — m+ Cap)Xap
0011 o111 -1 0 1 < max mn(n 1) 2(ab)en?(2Cab — m)Xap
000 1 000 1 1 -1 -1 0 & max gy 3G nyeaz(Cab — 5)Xap
< max Z(a,b)EA2(Cab > )Xab
@ On obtient }>, (V2 — Vi, )VZ, =4 et 7(V1, V) =2/3. & max V(C,X) .
5. Dans ce cas |'ordre total est au sens de la relation < et non > /
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La regle de Kendall (1959) (suite) Rappel du Sommaire

@ Comme pour Kemeny, Kendall n'a pas proposé une méthode de calcul

pour la détermination de la relation d'ordre total collective. o Représentation des préférences

@ On peut en fait traiter le probleme dans le cadre de I'AR. Ainsi, la

regle de Kendall peut étre modélisée par programmation linéaire , e
& P par prog © Opérateurs d'agrégation

binaire :
- . k . . .
maximiser : Kend({V"}x, X) © Méthodes de vote et théorie du choix social
Xaa=1 Va (Réfléxivité) . .
Analyse Relationnelle et ordres médians
S.I.C : xab + Xba = 1 Va # b (Antisymétrie, Compléte) e Y

@ Introduction et notations

@ Choix d'une bonne regle pour la décision collective et AR
@ Méthode de calcul dans le cadre de I'AR

@ Cas et propriétés particuliers

o Cas général

xab + XbC - Xac S 1 Va, b7 C  (Transitivité)
avec:  Xgp € {0,1} Va,b (sinarite)
@ Dans le cas de |'agrégation de relations d’ordre total, ce probleme est

équivalent a la RMGC.
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Cas général
Flexibilité du modéle de I'AR

@ Nous avons supposé jusqu'a présent que les relations de préférences
individuelles étaient toutes des ordres totaux et que la relation
collective recherchée devait €tre aussi une relation d'ordre total.

@ Dans le cadre de I’'AR, nous pouvons traiter des problemes
beaucoup plus diverses :

1 Il est possible d'agréger plusieurs types de relations de préférences
individuelles et de rechercher une relation d'ordre total comme type de
préférence collective.

2 Supposons que nous avons deux matrices relationnelles collectives C et
D. C_;, représente une valeur positive reflétant le support collectif de la
relation a = b. D,p, au contraire, représente une valeur positive
reflétant le support collectif de la non relation a # b. Dans ce cas, la
généralisation du critéere de Condorcet suivante pourra étre
considérée :

A(Ca Dv X) = Z (Cab - Dab)xab

(a,b)€A?

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Relations binaires sur un ensemble A (rappel)

Définition. (Relations binaires sur un ensemble A)

Soit A un ensemble fini d'éléments {a, b, c,...} avec |A| = n. Une relation
binaire R sur A est un sous-ensemble du produit cartésien R C A x A, cad
un ensemble de paires ordonnées (a, b) € A x A. Si nous avons (a, b) € R,
ce que l'on notera par aRb alors on dit que |'élément a est en relation avec
I'élément b pour la relation R.
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Flexibilité du modele de I'AR (suite)

3 Il est alors possible de chercher d'autres types de relation de préférence
pour le choix collectif. En particulier, le modéle correspondant a la
recherche d'un préordre complet est le suivant :

maximiser : A(C,D,X) = Z(a’b)eAz(Cab — Dap)Xap

Xaa=1 Va (Réfléxivité)
s.l.c : Xab + Xba Z 1 Va # b (Complete)
Xab + Xbc — Xac < 1 Va, b, C  (Transitivité)

avec: Xy € {0,1} Va,b (Binarite)

4 Si la relation recherchée ne doit pas nécessairement étre compleéte il
suffit de retirer la contrainte linéaire correspondante du programme
linéaire. On traite alors également les ordres partiels.
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Propriétés des relations binaires (rappel)

relation binaire R est dite :

Réflexive : Va(aRa)

Irréflexive : Va (aRa)

Symétrique : Va, b(aRb = bRa)

Asymétrique : Va, b (aRb = bﬁa)

Antisymétrique : Va, b((aRb A bRa) = a = b)

Ce qui est équivalent 3 : Va, b ((a # b) = (aRbV bRa))
Complete : Va # b(aRbV bRa)

Transitive : Va, b, c ((aRb A bRc) = aRc)

c
>
o

©0 00O

© 0
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Représentation matricielle d'une relation binaire

Une relation binaire R sur A peut étre représentée par une matrice carrée
de dimension |A|, notée R. Son terme général est défini de la maniere

suivante :
1 siaRb
Rab = { 0 sinon

Dans le cadre de I'AR, on appelle ces matrices : matrices relationnelles

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Relation d'ordre total (ou complet)

Définition.

R est une relation d’ordre total ssi :
@ R est compléte
@ R est transitive

@ R est antisymétrique
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Propriétés matricielles des relations binaires

Soit R la représentation matricielle de la relation binaire R.

@ une relation binaire réflexive est telle que Va: R,; =1
(1 partout sur la diagonale)

@ une relation binaire irréflexive est telle que Va: R,;; =0
(0 partout sur la diagonale)

@ une relation binaire symétrique est telle que Va, b : R;p = Ry,
(matrice symétrique)

o la matrice de la relation inverse R est telle que R., = Rp, (matrice
transposée de R)
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Analyse Relationnelle et ordres médians Cas général

Exemple d'une relation d'ordre total (ou complet)

Soit A ={a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a b),(a,c),(a,d),(a,e), (b, b),(b,c),(b,d),(b,e),(c,c),
(c,d),(c,e),(d,d),(d,e), (e e)}.

Représentation matricielle : Représentation graphique :

a b ¢ d e b@/\;@d
a/1 1 1 1 1 \
b0 1 1 1 1 fD
R=¢|0 0 1 1 1 /
dl{o 0 0 1 1 S ez
e\0 0 0 0 1 a @)
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Relation de préordre total (ou complet) Exemple d'une relation de préordre total (ou complet)

Soit A = {a, b, c,d, e} et soit
R ={(a,a),(a, b),(a,c),(a d),(a,e),(b,a),(b,b), (b, c),(b,d),(b,e),
(c,c),(c,d),(c,e),(d,c),(d,d),(d,e), (e e)}.

Définition.
R est une relation de préordre total ssi : Représentation matricielle : Représentation graphique :
@ R est compléte 2 b c d e
@ R est transitive /1 1 1 1 1 b(-?/\i?d\‘
b1 1 1 1 1 fD
R=c¢c|0 0 1 1 1 /
dloo 111 ——a
e\0 0 0 0 1 a 0y
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