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Motivations et Objectifs du cours (suite)

e L'analyse nous donne des outils mathématiques (dérivées premieres
et secondes, approximation polynomiale de fonctions, ...) permettant
d’étudier les fonctions objectif de ces méthodes statistiques. Exemples
de fonctions objectif :

» Somme des carrés des résidus,
» Vraisemblance,
» L'inertie projetée. . .

o L'optimisation nous donne les conditions permettant de caractériser
les solutions optimales du probleme. Typiquement il s'agit de points
stationnaires cad des “points ol la dérivée de la fct obj. s'annule”.

@ Plus généralement, dans le cas multidimensionnel, les solutions du
probléme sont représentées par des vecteurs appartenant a des
espaces vectoriels. L'algebre linéaire et plus précisément les espaces
euclidiens, nous donnent donc un cadre permettant de représenter et
de caractériser les solutions du probleme d'optimisation. Le concept
de gradient est ici fondamental.
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Motivations et Objectifs du cours

@ Maitrise des concepts mathématiques essentiels a la bonne
compréhension des méthodes statistiques et d’analyse de données.

@ Pour cela, il faut revoir des éléments d'analyse et d’algebre linéaire
qui permettent ensuite de comprendre les méthodes d'optimisation.

@ Car beaucoup de méthodes statistiques sont en fait issus de la
solution de problemes d'optimisation. Exemples :

» moindres carrés ordinaires (régression linéaire),

» maximisation de la vraisemblance (modele linéaire gaussien),

» maximisation de l'inertie projetée (réduction de dimensions -ACP,
AFC, ACM-) ...
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Motivations et Objectifs du cours (suite)

@ Lorsque le probleme d'optimisation n'a pas de solution explicite on a
recourt a des algorithmes d'optimisation numérique (comme pour la
régression logistique/algorithme de Newton-Raphson). La aussi, les
espaces euclidens jouent un rdle fondamental : on part d'un point
quelconque et on se déplace dans |'espace jusqu'a ce qu'on trouve un
point pour lequel le gradient de la fonction objectif s'annule.

@ De plus, les formes quadratiques étudiées également en algebre
linéaire sont fondamentales en optimisation. D'une part, certaines
fonctions objectif citées précédemment sont des formes quadratiques.
D’autre part, pour caractériser si un point stationnaire est un
maximum ou un minimum on étudie le signe de la matrice hessienne
en ce point. Or la matrice hessienne peut étre associée a une forme
quadratique !
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Contenu du cours

@ Rappels en analyse pour une fonction numérique unidimensionnelle :
» Continuité, limite, différentiabilité,
» Monotonie, convexité,
» Formule de Taylor.

Optimisation unidimensionnel (théorique et numérique) :

» Condition nécessaire du premier et du second ordre,
» Condition suffisante du second ordre.

Rappels d’algebre linéaire pour le passage au multidimensionnel :
» Vecteurs, espaces vectoriels,
» Forme bilinéaire, produit scalaire, distance euclidienne, espaces
euclidien,
» Formes quadratiques.

Rappels d’analyse pour une fonction numérique de plusieurs variables.

(Introduction a 1) Optimisation multidimensionnelle (théorique et
numérique).
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Déroulement du cours

12 séances de CM (1h45).
10 séances de TD (1h45).

2 partiels (1 a mi-parcours, 1 a la fin du semestre).

Les suppports de cours sont disponibles sur la page moodle du cours

CM.
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Rappel du Sommaire

o Quelques méthodes statistiques du point de vue de |'optimisation
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Table de données

@ En statistiques, dans le cas général, notre point de départ est une
table de données X de taille (n x p).

xt x® ... xP
X1 X11 X122 ... Xip
X2 X21 X222 ... X2p
X =
Xn Xnl Xn2 ... Xnp
e Chaque ligne x; avec i = 1,...,n correspond a un individu (ou une

observation).
@ Chaque colonne x¥ avec k = 1,...,p correspond a une variable.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 9/348

Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation
Régression linéaire simple

@ Supposons que p = 2 : x est la variable explicative et y est la variable
a expliquer. Supposons que x et y sont quantitatives continues.

@ On suppose le modeéle suivant, Vi :
yi = a+ bxj +€;

ou ¢; est I'erreur pour I'individu .

@ Table de données : @ L'estimation de a et b par
moindres carrés ordinaires est
y X la solution du probleme
yioxa suivant :
Y2 X2 n
. . (ayrlr)])ier]R2 Z (y,‘ — (ij‘ in))2
Yn Xn i=1 2

!
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de |'optimisation

Tendance centrale

@ Supposons que p = 1 et que I'unique variable notée x est quantitative.

@ On souhaite résumer au mieux x par un seul nombre. On parle alors
de tendance centrale.

@ Table de données : @ La moyenne arithmétique est la
solution du probleme suivant :
X
n
X .
! min E (x; — a)?
X2 acR 4
i=1
Xn
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Régression linéaire multiple

@ Supposons que p > 2 : xK avec k =1,..., p sont les variables dites
explicatives et y est la 2éme variable dite “a expliquer”.

@ On suppose le modeéle suivant, Vi :

p
yi=ao+ E Ak Xik + €
k=1

ol ¢; est I'erreur pour I'individu 1.
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Régression linéaire multiple (suite)

@ Table de données :

y xt x2 ... xP
yi X1 X2 ... Xip
Y2 Xo1 X2 ... X2p
Yn Xn1 Xn2 ... Xnpp

o L'estimation de a = (aop, a1, . .., ap) par moindres carrés ordinaires est

la solution du probleme suivant :

n P
min i — (ag + aKX;
acRptl — (y’ ( 0 et k 'k))

~/

TV
2
€
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Régression logistique (suite)

@ L'estimation de a = (ao, ..., ap) se fait par maximisation de la
log-vraisemblance qui revient a résoudre le probleme suivant :

n

p P
aénRapél 3 yi(ap + ; arxik) — log(1 + exp(ap + ; akXik))
1= = =
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de |'optimisation

Régression logistique

@ Supposons que p > 2 mais que y la variable a expliquer est binaire et
peut prendre deux valeurs 0 ou 1.

@ On suppose que les y;|x; sont des réalisations de variables aléatoires
Y;|X; i.i.d. selon une loi binomiale. La vraisemblance s’écrit :

[T PWilx) =[] Px)" (1 = P(1]x;))*
i=1 i=1

@ On suppose de plus le modele logit :

P(Y; = 1|X; = x; &
In ( I | I X,; = 30+Zakxik
k=1

P(Y, :OIX,' = Xj
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Analyse en composantes principales

@ Supposons que p > 2 et que nous disposons de x¥ avec k =1,...,p
variables quantitatives continues :
xt x2 ... xP
X1 X111 X12 ... Xip
X2 X21 X222 ... X2p
X = _
Xp \Xn1 Xn2 ... Xnp

@ On cherche un vecteur u de RP tel que la projection orthogonale des
X; sur u conserve au mieux l'inertie.
@ On montre que u est la solution du probleme suivant :

n

. 2
min E X; — (x;, udu
ueR?, ul2=14 Ixi = (xi, upu]
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Quelques méthodes statistiques du point de vue de I'optimisation

Autres exemples de méthodes statistiques utilisant des
outils théoriques et/ou pratiques d'optimisation

@ Des méthodes statistiques classiques :

> L'analyse factorielle des correspondances ...
» La méthode des k-means en classification automatique ...

@ Des méthodes statistiques plus récentes :

> La régression ridge ...
» Les SVM (Support Vector Machines) . ..
> Les réseaux de neuronnes et le deep learning ...
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Fonctions d’une variable Rappels sur les applications, injections, surjections

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable
@ Rappels sur les applications, injections, surjections
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Fonctions d'une variable

Rappel du Sommaire

© Fonctions d'une variable
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Fonctions d’une variable Rappels sur les applications, injections, surjections

Applications et fonctions

Définition. (Graphe de A vers B)

Soient A et B deux ensembles. On appelle graphe de A vers B, un
sous-ensemble du produit cartésien A x B.

Définition. (Application de A vers (ou dans) B)

Soient A et B deux ensembles. On appelle f une application univoque
(ou fonction) de A vers B, un graphe de A vers B tel que pour tout
élément a de A correspond un unique élément b de B.
f: A —
a — b
Si f(a) = b alors on dit que :

On écrira alors : ou également f(a) = b.

@ b est I'image de a.

@ a est un antécédent de b.
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Fonctions d’une variable Rappels sur les applications, injections, surjections

Injections et surjections

Définition. (Surjection (existence d'un antécédent))
Une application f : A — B est dite surjective si Vb € B,Ja € A, f(a) = b.

v

Définition. (Injection (unicité d'un antécédent))

Une application f : A — B est dite injective si

Va,a € Aja+# a = f(a) # (') ce qui est équivalent a
Va,a € A f(a)=f(d)=a=24.
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Fonctions d’une variable Rappels sur les applications, injections, surjections

[llustration
A B
a
b Surjection
| — c
A B
a
\ —— b
C Injection
[— d
e
A B
a
= b
’ c Bijection
— d
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Fonctions d’une variable Rappels sur les applications, injections, surjections

Bijections et applications réciproques

Définition. (Bijection)
Une application f : A — B est dite bijective si elle est surjective et
injective. Formellement, f est une bijection siVb € B,3la € A, f(a) = b.

Définition. (Application réciproque)
Une application f : A — B admet une application réciproque notée
f~1:B — A ssi f est une bijection de A vers B. Pour tout b dans B,

I'équation f(a) = b admet alors une solution unique a dans A, notée
a=f~1(b). f~! est également appelée bijection réciproque de f.
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Fonctions d’une variable Fonctions numériques

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable

@ Fonctions numériques
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Fonctions d’une variable Fonctions numériques

Fonction numérique

Définition. (Fonction numérique)

Une fonction numérique (ou plus briégvement fonction) f est une
application Dy — R ou D¢, appelé le domaine (de définition), est un
sous-ensemble non-vide de R (D¢ C R). De plus une fonction est telle que
pour tout x € D¢ il existe un unique élément y € R tel que f(x) =

@ Quelques exemples classiques :

Fonction constante, f : x — a, ol a € R,
Fonction identité, Id : x — x,

Fonctions affines, f : x — ag + ai1x ou ag, a1 € R,
Fontions polynomiales de degré 2,

f:x— ag+ aix + apx? ol ap, a1, a» € R,
Fonction exponentielle, f : x — exp(x),

» Fonction logarithme, f : x — In(x) (Df = R™),
» Fonction cosinus, f : x — cos(x) ...

vV v.Yvyy

v
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Fonctions d’une variable Fonctions numériques

Opérations sur les fonctions numériques

@ Soit f et g deux fonctions de domaines D¢ et D, et soit A un réel.
La fonction A(f + g) est définie sur Dy N DD, par :

(A(F +8))(x) = Af(x) + Ag(x)
La fonction fg est définie sur Df N D, par :
(fg)(x) = f(x)g(x)
La fonction f/g est définie sur Df NDg \ {x € Dy : g(x) = 0} par :
f(x)
(5)0- 55

La fonction composée de f par g notée g o f, est définie sur
Dgor = {x € Df : f(x) € Dg} et vaut :

(g o f)(x) = g(f(x))

Analyse et Algebre linéaire
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Fonctions d’une variable Fonctions numériques

Graphe d'une fonction numérique

Définition. (Graphe d'une fonction)

Le graphe de /a fonction f : D — R est I'ensemble des points de
Ds x R C R? donné par : {(x, f(x)),x € Dr}.

f(x)=xr2 f(x)=cos(x)

f(x)

0 5 10 15 20 25
PR S N R

)
10 05 00 05 10

-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4

@ Exemples :

f(x)=exp(x) f(x)=In(x)

100 150

100
0

50
1

T T T T T T T T T T T T T T
2 A 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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Fonctions d’une variable Fonctions numériques

Fonctions réciproque

Définition.
Soit f une fonction définie sur D¢ et & image dans f(D¢) C R. Si il existe
une fonction g : f(Df) — Dy telle que :

(g0 F)(x) = x et (0 g)(x) = x

alors g est la bijection réciproque de f notée f~1.

o Cas usuels :
> f(x) = x? sur Df = R* et f~1(x) = /x sur D1 = RT.
> f(x) = exp(x) sur D = R et f~1(x) = Inx sur D1 = RT*.
» f(x) = x" avec n € N* sur Dy = RT et f~1(x) = x/" sur Dy = R,
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Fonctions d’une variable Fonctions numériques Fonctions d’une variable Limite et continuité d'une fonction numérique

Exemple Rappel du Sommaire

e Soit f(x) = In(x) et g(x) =1+ 2x.

Df = R+* et D, = R.

f1(x) = exp(x) et g7 1(x) = 3(x — 1).

D1 =Ret Dg—1 =R.

(6 og)() = H(1+29 1) =x.

Rappelons que (g o f)(x) = g(f(x)), donc Dgor doit vérifier x € Dr
et f(x) € Dy.

@ gof est définie sur RT™ et :
(g o f)(x) = g(f(x)) =1+ 2In(x)
o f og est définie sur | —1/2,400[ et :

(f o g)(x) = fg(x)) = In(1 +2x)

@ Fonctions d'une variable

@ Limite et continuité d'une fonction numérique

—
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Fonctions d’une variable Limite et continuité d'une fonction numérique Fonctions d’une variable Limite et continuité d'une fonction numérique

Rappels sur les suites et leurs limites Rappels sur les suites et leurs limites (suite)
@ Afin d'introduire les limites des fonctions numériques, il est utile de

* /& 1 . . .
rappeler au préalable les notions de suites et de limite de suites. ® Un nombre x* & R est appelé limite de la suite {xc} si pour tout

€ > 0 il existe un nombre K (qui peut dépendre de €) tel que :

@ Une suite de nombres réels est une fonction (non numérique) dont le N
( que) Vk > K, |xx — x*| < ecad Vk > K, x* — € < x, < x* + €. Dans ce

i

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

domaine est N, I'ensemble des entiers naturels, {1,2,... k,...}, et
dont I'image est contenu dans R.

Une suite peut étre vue comme étant un ensemble de nombre
{x1,x2,..., Xk, ...} également noté {xx} (ou encore {xx}32,).

Une suite est dite strictement croissante si x; < xo... < x, < ...
cad Vk, x, < Xk4-1-

Une suite est dite croissante si Vk, xx < Xjt1.

X1 Xo X3 X4 Xs

1 1 2 3 5

Une suite est dite strictement décroissante si Vk, xx > Xx41.

> Exemple :

Une suite est dite décroissante si Vk, xx > Xx11
Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

Analyse et Algebre linéaire
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cas, on écrit :

x* = lim x4
k—o00

ou également x;, — x*.

Une suite possédant une limite est dite convergente.

Exemple : xx = % a pour limite x* = 0.

Toute suite convergente a une et une seule limite.

{xk} est bornée s'il existe un nombre B > 0 tel que Vk, x| < B.

L'exemple x, = % est une suite bornée (B = 10 par exemple).

De facon générale, toute suite convergente est bornée.
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Fonctions d’une variable Limite et continuité d'une fonction numérique

Rappels sur les suites et leurs limites (suite)

Pour {xx}, un nombre B est appelé majorant si Vk,x, < B.
Pour {xx}, un nombre B est appelé minorant si Vk, x, > B.
Donc {xx} est bornée si elle possede un majorant et un minorant.
Le plus petit des majorants de {xx} est appelé borne supérieure.

Le plus grand des minorants de {xx} est appelé borne inférieure.

Toute suite de R qui est monotone et bornée est convergente.

—
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Fonctions d’une variable Limite et continuité d'une fonction numérique

Exemple

@ Soit la fonction f : R — R définie comme suit :

F(x) = {

@ Etude de la limite de f en 0. o
Deux cas :
» x > 0avec x > 0:
Iimx_)0+ f(X) =1.
» x > 0avec x <0:
lim,_o- f(x) = —1.

K six#0
0 six=0

1.0

0.5

39

-0.5

-1.0

;————’———2 1 z
@ limy_,o f(x) # f(0) donc f n’est pas continue en 0.
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Fonctions d’une variable Limite et continuité d'une fonction numérique

Limite et continuité d'une fonction numérique

@ Soit une fonction f et un point xg € Df. Supposons qu'il existe
f* € R tel que pour toute suite convergente {x;} de limite xg :

lim f(xx) =f"

k—o00

alors nous utiliserons la notation suivante pour désigner la limite f* :
lim f(x)
X—>X0

Définition. (Fonction continue)

Une fonction f : Df — R est dite continue en xqy si elle est définie en ce
point (cad xo € Dy ) et si :

lim f(x) = f(x)

X—rX0

f est dite continue sur D¢ si elle est continue en tout point de Dr.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 34 /348

Fonctions d'une variable Sens de variation d'une fonction numérique

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable

@ Sens de variation d'une fonction numérique
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Fonctions d’une variable Sens de variation d’une fonction numérique

Définitions de base

Définition. (Monotonie)
Soit f une fonction définie sur D¢. On dit que :

@ f est croissante sur un intervalle I si 1 C Dy et :
Vxi,xo €L, x1 < xp = f(x1) < f(x2)

o f est décroissante sur un intervalle I si I C Df et :
Vxi,xo €L, xy < xo = f(x1) > f(x2)

@ f est monotone si elle est croissante sur 1 ou décroissante sur 1.

@ Siles inégalités larges précédentes (en rouge) sont remplacées par des

inégalités strictes on dira respectivement que : f est strictement
croissante, strictement décroissante et strictement monotone sur 1.
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable

@ Dérivabilité d'une fonction numérique
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Fonctions d’une variable Sens de variation d’une fonction numérique

Exemples
f(x)=x"2 f(x)=cos(x)
0 ] o
« -
& 1 0 |
o
9 4
= = 2
= = ©
8 4
©
© <
o
o 1 -
T T T T T 0 T T T T T
4 2 0 2 4 4 2 (] 2 4
X X
f(x)=exp(x) f(x)=In(x)
8 7
s
—_ ” —_ ©
) 3 1 B -
o 4
o
2 1 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

Définition de base : nombre dérivé

Définition. (Fonction dérivable)

Soit f une fonction et xo un point de D¢. Soit f(xg) et f(xo + h) les
valeurs de f en xp et xg + h. Soit les accroissements absolus suivants :
e Aldy,(h) = Id(xo+ h) — Id(x0) = h, accroissement de x a partir de xg,
o Afy(h) = f(xo + h) — f(xo), accroissement de f(x) a partir de f(xp).
Si Af,(h)/Aldy,(h) tend vers une limite finie quand h — 0 (cad
Aldy,(h) — 0) alors cette limite est le nombre dérivé de f en xy dénoté

f’(Xo) N

F/(x0) = Jim [0 1) = T00)

Par ailleurs, si f admet un nombre dérivé en tout point x € D¢ alors on dit
que f est dérivable sur Dr.
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

[llustration et interprétation

o Le rapport Af,(h)/Aldy,(h) représente la tangente (au sens
trigonométrique) de I'angle 6 (cf ci-dessous a gauche).

e Lorsque Aldy,(h) — 0 (cad h — 0 ou encore (xg + h) — xp) alors
P" — P et Afy(h)/Aldy,(h) tend vers la pente de la droite tangente
(au sens géométrique) a la courbe en P (cf ci-dessous a droite).

o lllustration avec f(x) = x? :

f(x)=xA2 f(x)=x"2
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

Définition de la dérivée et des dérivées successives

Définition. (Fonction dérivée)
Si f est dérivable sur D¢, alors on associe a f sa dérivée ou fonction
dérivée. La dérivée est une fonction numérique notée f' définie par :

f,:Df — R

x = limy_o LN

On notera également f'(x) par 9 (x).

@ Si f’/, dérivée (premiere) de f, est dérivable sur D¢ alors on note f” la
dérivée de f'. f” est appelée dérivée seconde de f.

e De facon successive, soit n un entier naturel, on note alors (") |a
dérivée d’ordre n de f (on dérive f n fois).

@ On notera également f(")(x) par z;f(x).
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

lllustration et interprétation (suite)

o De facon formelle si f(x) = x? alors f(x) = x3 et :

f(xo+h) = (x0+h)?
= xg + 2xph + W

o La limite de Af,(h)/Aldy,(h) quand Aldy,(h) — 0 vaut :

(Xg + 2xgh + h?) — (Xg)

li lim 2 h
hino h h@o X+
= 2xp

@ On retrouve le résulat classique du nombre dérivé de x2 en xg :
f’(Xo) = 2X0

@ La pente de la tangente a la courbe en xp vaut 2xp.
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

Continuité, dérivabilité et classes de fonction dérivables

Théoreme.
@ Sif est dérivable en xg € D¢ alors f est continue en xp.

@ Sif est dérivable sur 1 C D¢ alors f est continue sur 1.

@ Attention : la réciproque de ce résultat est fausse (par exemple
f(x) = |x| est continue mais non dérivable en 0).

Définition.
Soit n un entier naturel. Soit f une fonction définie sur D¢. On dit que f

est une fonction de classe C" sur 1 C D¢ si elle est n fois dérivable sur 1 et
si sa dérivée n-eme (") est continue sur 1.
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Fonctions d'une variable

Formules de dérivées usuelles

Dérivabilité d'une fonction numérique

f(x) f(x) | Condition
acR 0
X 1
; ST
x", n e N* nx"1
x " neN* —nx—"1 x#0
VX ﬁ; x>0
X" n e N* %Xl =1 ' x > 0 si n est pair
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
In(x) < x>0
ep(x) ()
a¥;ae R™\ {1} | a*In(x)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Fonctions d'une variable

Regles de dérivation

Analyse et Algebre linéaire

L3 MIASHS-IDS 2021/2022

Dérivabilité d'une fonction numérique

@ Les résultats précédents se généralisent aux dérivées.

@ Soit f et g deux fonctions dérivables de dérivées f’ et g’.

Fonction Dérivée ‘ Condition
f+g f'+g
g | g+ i
£ fe fe g#0
o
2V/f
f" ne N* nf’fr—1
f~" neN*| —nf/f "1 f#0
In(|f]) [ f+£0
exp(f) f exp(f)
fog (f'og)g’

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Analyse et Algebre linéaire
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Fonctions d'une variable

Dérivabilité d'une fonction numérique

Opérations sur les fonctions dérivables

@ Soit f et g deux fonctions numériques dérivables en xg alors :

» La fonction A(f + g) est dérivable en xg et :

(A(f +8))'(x0) = Af'(x0) + A&’ (x0)

» La fonction fg est dérivable en xp et :

(f8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g" (o)

» La fonction f/g est dérivable en xj et :

g

(f)’ () = F00)E00) — )8 ()

g2(x0)

@ Si f est dérivable en xg et g est dérivable en f(xp) alors la fonction
composée de f par g est dérivable en xg et :

(g ° ) (x0) = &'(f(x0))f'(x0)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Exemple

Analyse et Algebre linéaire

Fonctions d'une variable

Dérivabilité d'une fonction numérique

e Soit f(x) = In(x) et g(x) =1+ 2x.
o fl(x)=1/xet g'(x)=2

@ La dérivée de g o f vaut :

(gof)(x)

o La dérivée de f o g vaut :

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

(Fog)(x)

Analyse et Algebre linéaire

"(FO))F'(x)

x | N 0]

= f'(g(x)g'(x)

1+ 2x

L3 MIASHS-IDS 2021/2022
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

Application a I'étude du sens de variation

Théoreme.
Soit f une fonction définie sur D¢ et dérivable sur 1 un intervalle ouvert de
Dy :

e SiVx el, f'(x) =0 alors f est constante sur 1.

e SiVx el, f'(x) >0 alors f est croissante sur 1.

e SiVx el, f'(x) <0 alors f est décroissante sur I.

Si les inégalités larges précédentes (en rouge) sont remplacées par des
inégalités strictes alors on dit que f est strictement croissante, strictement
décroissante sur 1.

@ Donc, le signe de la dérivée de f sur I permet d'identifier le sens de
variation de f sur cet intervalle.
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Fonctions d’une variable Différentiabilité d'une fonction numérique

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable

o Différentiabilité d'une fonction numérique
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Fonctions d’une variable Dérivabilité d'une fonction numérique

Exemples

J.
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f(x)=In(x) f(x)=—exp(x)

f(x)=x"2 f()=x/[x|
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Fonctions d’une variable Différentiabilité d'une fonction numérique

Différentiabilité

o

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

La notion de différentiabilité est proche de celle de dérivabilité. Elles
sont équivalentes dans le cas des fonctions numériques.

La différentiabilité met néanmoins I'accent sur I'idée qu'une fonction
peut étre approximée localement par une fonction affine.
Cependant, la différentiabilité présente I'avantage de se généraliser a
des fonctions de plusieurs variables (contrairement a la dérivabilité).
On reviendra donc également sur cette notion dans le cas des
fonctions de plusieurs variables.

Rappelons que la dérivée de f en xg est définie par :

f(Xo -+ h) — f(Xo)
h
Rappelons également qu'une fonction affine ¢ s'écrit :

! o .
Flo) = /!,lno

d(x) = ap + a1x

avec ag, a1 € R.
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Fonctions d'une variable Différentiabilité d'une fonction numérique Fonctions d'une variable Différentiabilité d'une fonction numérique

Différentiabilité (suite) Différentiabilité (suite)

@ On cherche donc a approximer f par une fonction affine ¢ au

. Définition. (Fonction différentiable)
voisinage de xg.

Soit f une fonction et xg un point de Df. On dit que f est différentiable
en xg s'il existe un réel a; tel que :

i F00 = (F00) + 21(x — x0)

X—rX0 X — X0

@ Pour cela, une premiére condition est que ces deux fonctions soient
identiques en xg :

=0

¢(x0) = f(x0)

@ Une deuxiéme condition est que ¢(x) approche f(x) plus rapidement
que x approche xg. Ceci s'exprime par :

o 1F) — 6(x)

o x — x|

@ On voit que f est différentiable en xg ssi f est dérivable en xg. En
effet, |'expression précédente peut s'écrire :

=0 . f(x) = f(x
lim —( ) (o) =a
X—rX0 X — X0

Dit autrement, I'erreur d’approximation dans le voisinage de xp doit

Py “ - " - . /f' i | Yo 7 f-/ )
étre “petite” en comparaison de la distance entre x et xg. 2, est donc par définition le nombre dérivé f'(x)
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Fonctions d’une variable Différentiabilité d'une fonction numérique Fonctions d’une variable Différentiabilité d'une fonction numérique
. 7 . 1ty 7 . VL . Ve .
Différentiabilité (suite) Définition de la différentielle

Définition. (Différentielle)
Soit f une fonction différentiable en xo un point de D¢. La fonction
linéaire suivante est appelée différentielle de f en xg :

@ Au voisinage de xg, ¢(x) = f(x0) + '(x0)(x — x0) est I'équation de la
droite tangente a f passant par xp.

@ lllustration :

A deO R —- R

h — f/(Xo)h

. /
9(x) = f(x0) + F'(x0)(x — x0) @ Reprenons I'exemple de f(x) = x2. Au voisinage de xg :

» Le nombre dérivé est :
f(XO) f(X) f/(Xo) = 2X0
» La différentielle est :
df, (x — x0) = 2x0 (X — x0)
N—_—— M~ N——
h f’(x0) h
> » L'équation de la tangente est :
X p(x) = f(x0)+ dhiy(x — x)
= x¢+ 2x0(x — xo)

(0] X0
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Fonctions d'une variable Différentiabilité d'une fonction numérique

Accroissement absolu et accroissement différentiel

@ Rappelons que I'accroissement absolu de f lorsque x passe de xg a
xo + h est noté : Af(h) = f(xo + h) — f(x0).
@ Nous venons d'introduire la différentielle de f en xp :

dfy,(h) = f'(x0)h
e En fait, pour h suffisamment petit nous avons Af, (h) ~ df,(h) :
f(xo+h) — f(xo) = f'(x0)h

f(x)=x"2

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) L3 MIASHS-IDS 2021/2022 57 /348

Analyse et Algebre linéaire

Fonctions d’une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable

@ Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)
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Fonctions d'une variable Différentiabilité d'une fonction numérique

Exemple

e Soit f(x) = x> — 3x? + 6x définie sur Df = R.

f est dérivable sur R.

f'(x) = 3x® — 6x + 6.

df(h) = f'(x)h = (3x> — 6x + 6)h.

Af(h) = f(x+ h) — f(x) = (x + h)3 = 3(x + h)? +6(x + h) — (x> —
3x2 4 6x) = 3x%h + 3xh® + h® — 6xh — 3h? + 6h.

@ Prenons x =1ona:

> dfy(h) = 3h.
» Af(h) = b3+ 3h.

o L'écart Afy(h) — dfi(h) = h®. Pour h = 0.1 on a donc un écart de
0.0001 entre accroissement absolu et accroissement différentiel.

o La différentielle de f est bien une fonction linéaire (de h) permettant
d'approximer les variations de f au voisinage d'un point.

—
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Fonctions d’une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

Formule de Taylor-Young

@ La notion d'approximation d'une fonction f se généralise au-dela du
concept de différentielle par la formule de Taylor.

@ Ce résultat est par ailleurs fondamental en optimisation.

Théoreme.

Soit f une fonction dérivable sur un interval 1 C D¢ jusqu'a I'ordre n (ou
de classe C") alors pour xo,xo + h€ L on a :

L
(n)!

oir (") est la dérivée d’ordre n de f et o(h") représente un terme
négligeable qui converge vers O plus vite que h".

h h?
f(xo+ h) = f(x0) + Ff(1>(xo) + Ef(z)(xo) .o+ — M (x) + o(h")

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 60 /348



Fonctions d’une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

Formule de Taylor-Young (suite)

@ La formule de Taylor donne une approximation de f (dérivable n
fois) au voisinage de xp, par un polyndme d’ordre n dont les
coefficients dépendent des valeurs des dérivées successives de f en xg.

@ Quand n =1, on obtient une approximation linéaire (affine) de f au
voisinage de xp. On retrouve ainsi I'équation de la tangente ¢(x) vues
précédemment dans le cadre de la différentiabilité.

@ Quand n = 2, on obtient une approximation quadratique de f au
voisinage de xp qui est plus fine que I'approximation linéaire.

@ Ainsi, plus n est grand, plus le degré du polyn6me est grand et plus
I'approximation de f au voisinage du point considéré est fine.

@ Les approximations linéaires et quadratiques données par la formule
de Taylor sont la base de nombreuses méthodes d'optimisation
numérique.

—
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Fonctions d’une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

Formule de Taylor-Maclaurin (suite)

e Cas usuels de la formule de Taylor-Maclaurin (jusqu'a I'ordre 2 ou 3) :

Fonction ‘ Formule de Taylor-Maclaurin

VI+x 1+% -2 4 0(x?)
14+x 1— x4+ x? + o(x?)
exp x 1—|—x—|—X72—|—o(x2)

In(1 4 x) x — % +o(x?)
cos x 1- % 4 o(x?)
sin x X — );—? + o(x3)

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Analyse et Algebre linéaire
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Fonctions d’une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

Formule de Taylor-Maclaurin

@ En posant x = xg + h, la formule de Taylor-Young s'écrit également :

X — X0
1!

EURY
FD (x0) + %f@)(x()) .

L+ %f(”)(xo) +o((x — x0)")

Ce développement est valable au voisinage de xg.

fx) = flx)+

@ Le cas particulier xp = 0 est la formule de Taylor-Maclaurin :

X!‘l

) (N (0) + o(x")

f(x) = £(0) + %f(l)(o) + ;—Tf(”(o) tot
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Fonctions d’une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

[[lustration

o Ci-dessous les approximations affine et quadratique de exp(x) au
voisinage de 0 (en utilisant donc la formule de Taylor-Maclaurin).

f(x)=exp(x) et approximation d'ordre 1 et 2
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Fonctions d'une variable Formules de Taylor (approximiation d'ordre n d'une fonction)

Exemple
@ Soit la fonction f(x) = I“)g).
o D =R,
1,2
o fl(x) = = '25X)(2X) _ 1—2XISn(X)_
@ Approximation affine de f au voisinage de 1 :

) = F1)+ 5T + of(x— 1)

~ x—1
—2.,3_(1_ 2
° f"(X) _ xx-@ fﬁln(X))(3X) _ —5+§4|n(x).
@ Approximation quadratique de f au voisinage de 1 :

X — X — 2
f(x) = f(1)+ Tlf’(l) PG 2!1) (1) + o((x — 1)%)

Q

—1+x—g(x—1)2
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Fonctions d'une variable Convexité

Ensembles convexes

@ Un sous-ensemble D du plan R? forme un ensemble convexe si pour
deux points P, P’ € D leur segment appartient également a ID.

o Exemples et contre-exemple :
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Fonctions d’une variable Convexité

Rappel du Sommaire

@ Fonctions d'une variable

@ Convexité
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Fonctions d'une variable Convexité

Epigraphe d'une fonction

Définition. (Epigraphe)

L’épigraphe de la fonction f : Df — R, dénoté epi(f), est I'ensemble des
points de Df x R C R? donné par :

{(x,y),x €D,y eR,y > f(x)}

épigraphe
graphe

@ lllustration :

f(x)

Qo
Xy
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Fonctions d'une variable Convexité

Fonction convexe

Définition. (Fonction convexe)

Une fonction f définie sur D¢ est convexe si son épigraphe est un
ensemble convexe.

@ La définition précédente permet d'illustrer géométriquement la notion
de convexité. Une définion alternative de la convexité d'une fonction
numérique, est la suivante :

Définition. (Fonction (strictement) convexe)

Soit f une fonction définie sur D¢ C R. On dit que f est convexe sur un
intervalle I C D¢ siVx,y € I et Vo € [0,1] on a :

flax+ (1 - a)y) < af(x) + (1 - )f(y)

Si I'inégalité large précédente (en rouge) est remplacée par une inégalité
stricte on dira que f est strictement convexe.
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Fonctions d'une variable Convexité

Fonction concave

Définition. (Fonction (strictement) concave)

Soit f une fonction définie sur D¢. On dit que f est concave sur un
intervalle I C D¢ siVx,y € [ et Va € [0,1] on a :

flax+ (1 - a)y) = af(x) + (1 - )f(y)

Si I'inégalité large précédente (en rouge) est remplacée par une inégalité
stricte on dira que f est strictement concave.

@ Donc f est (strictement) concave si —f est (strictement) convexe.
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Fonctions d'une variable Convexité

[llustration

épigraphe

F(X) |

af(x) + (1= a)f(y) f N graphe
fFly)
éax +(1 —éa)y _
o x y X
@ Le segment reliant (x, f(x)) et (y, f(y)) est au-dessus de f (ou

confondu avec le graphe de f si f est convexe au sens large).
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Fonctions d'une variable Convexité

Exemple

e Soit f(x) = x? définie sur R.

e Soit x,y e Ryx# y:

flax+ (1 —a)y)

(ax + (1 — a)y)?
= ’x>+(1-a)?y?+a(l —a)2xy

VANVAY

ax?® + (1 —a)y?

af(x)+(1-a)f(y)

@ Donc f(x) = x? est strictement convexe.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Fonctions d'une variable Convexité

Approximation affine et convexité

@ Ci-dessous une définition alternative de la convexité faisant le lien
avec les approximation affines vues précédemment.
Définition.
Soit f une fonction de classe C! définie sur D¢ et I un intervalle de Dy
alors :

@ f est convexe sur 1l si son épigraphe sur cet intervalle est au-dessus de
toutes ses tangentes :

Vx € I,Vy € I, f(x) > f(y) + (x — y)f'(y)

o f est concave sur I si son épigraphe sur cet intervalle est au-dessous
de toutes ses tangentes :

Vx e LYy € I, f(x) < f(y) + (x — y)f(y)
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Fonctions d'une variable Convexité

Exemple

e Soit f(x) = x> définie sur R.
o f/(x) =3x2 et f(x) = 6x.
@ Deux intervalles :

» SurT=] —00,0] on a f”(x) < 0 donc f est concave.
» Sur IT=[0,+oc[ on a f’(x) > 0 donc f est convexe.

f00=x°3
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Fonctions d'une variable Convexité

Dérivées secondes et convexité

@ La dérivée seconde de f (si elle existe) est un outil pratique pour
étudier la convexité locale d'une fonction.

Théoréme.

Soit f une fonction de classe C? définie sur D¢ et I un intervalle de D¢
alors :

o f est convexe surl siVx € I, f"(x) > 0.
e f est concave surl siVx € I, f"(x) < 0.

Si les inégalités larges précédentes (en rouge) sont remplacées par des
inégalités strictes on dira que f est strictement convexe et strictement
concave sur [.
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Extremum local

Définition.
Soit f une fonction définie sur D¢ et soit S un sous-ensemble de D¢
(S C D¢). On dit que :
o f posséde un minimum local sur S en x* € S si il existe un voisinage
Vi de x* tel que :
Vx € Vi« NS, f(x*) < f(x)

o f posséde un maximum local sur S en x* € S si il existe un voisinage
Vi de x* tel que :

Vx € V= NS, f(x*) > f(x)
Si les inégalités larges précédentes (en rouge) sont remplacées par des

inégalités strictes on dira que f pocéde un minimum local strict et un
maximum local strict en x* € S sur S.
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Extremum global

Définition.
Soit f une fonction définie sur D¢ et soit S un sous-ensemble de D¢
(S C D¢). On dit que :

e f posséde un minimum global sur S en x* € S si :
Vx € S, f(x*) < f(x)
o f posséde un maximum global surS en x* € S si :
Vx € S, f(x*) > f(x)
Si les inégalités larges précédentes (en rouge) sont remplacées par des

inégalités strictes on dira que f pocede un minimum global strict et un
maximum global strict en x* € S sur S.
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Optimisation unidimensionnelle Définitions de base

[[lustration

f(x)

A

0] u v w
@ u est un minimiseur local strict de f.

@ v est un minimiseur global strict de f.

@ w est un minimiseur local de f.
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@ Existence d'extrema pour une fonction continue

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 81 /348

Optimisation unidimensionnelle Existence d’extrema pour une fonction continue

Théoreme de Rolle

Théoréme. (Théoreme de Rolle)

Soit f une fonction continue sur [a, b] C 1, dérivable sur |a, b| et telle que
f(a) = f(b). Alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ tel que :

f'(c)=0

f(a) = f(b) /\ [

Y

a b
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L3 MIASHS-IDS 2021/2022 83 /348

Optimisation unidimensionnelle Existence d’extrema pour une fonction continue

Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréme.

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1 C D¢ et a et b deux réels

de 1. Toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b) sont atteintes par f
en au moins un point de |a, b|.

Ainsi en supposant (sans perte de généralité) que f(a) > f(b) alors on a :

Vy €]f(b), f(a)[, Ix €la, b,y = f(x)

Corollaire.
Si f est continue sur un intervalle f(a).
I alors f(I) est un intervalle.

f(b),

a b
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Théoreme des bornes ou de Weierstrass

Théoréme. (Théoreme de Weierstrass)

Si f est une fonction continue sur un intervalle fermé [a, b], alors I'image
f([a, b]) est un intervalle fermé que I'on notera [m, M]. On en déduit que
f est bornée sur [a, b] et qu'elle atteint ses bornes cad :

(e, d) € [a, b]2,VX € [a, b]’f\(fl < f(x) < @
m M

@ Clest le premier théoreme d’'optimisation puisqu’en d’autres termes, il
permet de montrer qu'une fonction continue sur un intervalle fermé

possede un minimum (m) et un maximum (M) et que ces bornes sont
atteintes (respectivement en c et d).
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Théoréme des bornes ou de Weierstrass (suite)

o lllustration :
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Optimisation unidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction continue

Condition nécessaire du premier ordre (CNPO)

Théoréeme. (CNPO)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1 et soit x* € II. Si f
posséde un extremum local ou global surl en x* alors :

F/(x") = 0

Définition.
On appelle point critique (ou stationnaire) de f, tout point x* € Dy tel
que f est dérivable en x* et f'(x*) = 0.
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Optimisation unidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction continue

Condition nécessaire du premier ordre (CNPO) (suite)

@ Ainsi si x* € I ouvert, est tel que '(x*) # 0 alors x* ne peut pas étre
un extremum. La CNPO nous permet donc de trouver des points
pouvant &tre des extrema. Mais si x* est tel que f/(x*) =0 ce n'est
pas forcément un extremum (exemple de f(x) = x3 en x* = 0). La
condition est nécessaire mais pas suffisante !

@ Autrement dit un extremum dans un intervalle ouvert est forcément
un point critique mais tout point critique n'est pas forcément un
extremum.
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Conditions du second ordre

@ Pour reconnaitre si un point critique est un extremum, on peut étudier
le signe de I'accroissement absolu Af«(h) = f(x* + h) — f(x*) pour
h dans un voisinage de 0 (cad pour h € [—¢,¢€])

» Si Af«(h) > 0 alors x* est un minimum,
» Si Af«(h) < 0 alors x* est un maximum.
@ L'étude du signe de Af,«(h) est ardue pour la plupart des fonctions.
@ Une autre facon de faire est d'étudier la convexité. Supposons que f
est convexe sur I donc f(x) > f(x*) 4+ (x — x*)f'(x*) (cf slide 73). x*
étant un point critique on a donc f’(x*) = 0 et par conséquent :

f(x) > f(x*)

@ En pratique pour savoir si un point critique est un extremum on
utilisera les propriétés qui suivent basées sur les dérivées secondes.

—
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Conditions suffisantes (cas général)

Théoreme.

Soit f une fonction définie sur D¢ contenant un intervalle ouvert 1 tel que
f soit de classe C*°. Soit x* un point critique de f et soit p € N tel que
f(P)(x*) est la premiére dérivée non nulle au point x*.

@ Si p est impair, alors f n'admet pas d’extremum en x* mais un point
d’inflexion.

o Sip est pair et f(P)(x*) < 0, alors f admet un maximum local en x*.

o Sip est pair et f(P)(x*) > 0, alors f admet un minimum local en x*.

@ En général ce théoreme est appliqué avec p =2 ou p = 3.
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Condition suffisante du second ordre (CSSO)

Théoréeme.

Soit f définie sur Df contenant un intervalle ouvert 1 tel que f soit de
classe Ct sur 1. Soit x* € I un point critique de f (cad f'(x*) =0) :

@ Sif est convexe surl alors f admet un minimum global sur 1 en x*.

@ Sif est concave surl alors f admet un maximum global sur I en

x*.

@ A I'aide du tableau de variation de f’, on peut déterminer si un point

critique x* de f est un maximum ou un minimum :

» Si au voisinage de x*, f’ change de signe et passe du - au + alors il

s'agit d'un minimum.

» Si au voisinage de x*, f’ change de signe et passe du + au - alors il

s'agit d'un maximum.
@ On peut aussi déterminer le signe de f”(x*) pour conclure sur la

convexité/concavité de f au voisinage de x* (a condition que f soit

de classe C?).
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Démonstration

Démonstration.
Par la formule de Taylor-Young, on a :

* * . hi i * n
f(x* + h) = f(x )+Zﬁf()(x )+ o(h")
i=1
Comme p est la premiere dérivée non nulle en x* on a :
hP
f(x* + h) = f(x*) + Ff(p)(x*) + o(hP)

On voit alors que :
@ Si p est pair alors Af,«(h) est du signe de f(P)(x*) et on a un
extremum.

@ Si p est impair alors Afy«(h) change de signe comme hP et on n'a

d'extremum.
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Exemple
@ Soit f(x) = x> —3x+2. On pose I = Df = R.
o f/(x) =3x>-3.
@ L'ensemble des points critiques est {—1,1}.
o f"(x) = 6x.
@ En x* =—1, f’(—1) = — 6. La CSSO implique que f a un maximum

local en —1 et il vaut f(—1) = 4.
e En x* =1, f’(1) = 6. La CSSO implique que f a un minimum local
en 1 et il vaut (1) = 0.

@ Extrema gobaux? Non car f” change de signe sur R et que les limites

de f en o0 sont *oo.
Contre-exemples : f(3) =20 > 4 et f(—3) = —16 < 0.

—
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Exemple (suite)

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Soit f(x) = 2x — xIn(x). On pose I = Dy = R**.
f'(x)=2—In(x) —1.

L'ensemble des points critiques est {e}.

f(x)= —1/x.

Vx € I, f”(x) < 0 donc f est concave sur I.

En x* = e, f’(e) < 0. La CSSO implique que f a un maximum local
en e et il vaut f(e) =e.

Extremum gobal 7 Oui! car f est concave sur tout Dy.
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Optimisation numérique

o

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Dans les exemples précédents, les points critiques pouvaient étre
déterminés de facon explicite par la résolution d'une équation.

Dans le cas général, on ne peut pas toujours déterminer ces points car
les équations peuvent €tre plus ardues a résoudre.

Par exemple, il est difficile en général de résoudre des polynémes de
degré 5 (pour les polyndmes de degré 3 et 4 des méthodes existent).
On a alors recours a des algorithmes de recherche et on parle
d'optimisation numérique.

La procédure générale est la suivante : on commence par un point xg
et on modifie ce point de facon itérative en s'assurant qu'au bout
d'un certain nombre d'itérations, la recherche converge vers un point
critique.

En bref, on cherche a définir une suite {xx} de sorte a ce que
Iimk_mo fl(Xk) =0.
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Optimisation numérique (suite)

@ Nous étudions des méthodes permettant de déterminer un minimiseur
de f sur un intervalle I = [ag, bo].

@ Nous supposons que f est unimodale sur [ag, bo] ce qui signifie que
a un unique minimiseur local sur cet intervalle.
@ |l existe plusieurs types d'approche :

» Méthodes de type “encadrement de minimiseurs” (section d'or,
Fibonacci, ...)

» Méthodes utilisant la dérivée premiere (sécante, ...)

» Méthodes utilisant la dérivée premiére et seconde (Newton, ...)

@ Nous voyons essentiellement la méthode de Newton dans la suite.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire
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Méthode de Newton

@ Dans la méthode de Newton, on suppose que f est de classe C? et
que I'on peut donc calculer en tout point x, € R :
f(Xk), f/(Xk), f”(Xk).

@ On peut sous ces hypothéses approximer f au voisinage de xx par une
forme quadratique g : R — R de la forme suivante :

q(x) = F(x) + /(i) (x = xk) + 3" (i) (x = x)?

o Remarque : q(xi) = F(xk), @'(xk) = F(x¢), a"(xk) = F"(xk)

@ Dans cette approche au lieu de minimiser f, on minimise son
approximation g au voisinage d'un point x

@ Les CNPO pour un minimiseur de g sont alors :

qd(x)=0= f"(xk) + f"(xk)(x — x¢) =0

@ En posant xx41 = x on obtient une formule itérative permettant de

converger vers le minimiseur :

_ £’ (%)
Xk+1 = Xk — f”(Xk)

i
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Fonction unimodale

Définition. (Fonction unimodale)

On dit que f : R — R est unimodale sur un intervalle [ag, by si elle admet
un minimum x* sur [ap, bo] et si Va1 < by dans [ap, bo] :

0 b < x*=> f(al) > f(bl) (équivalent a f(al) < f(bl) = x* < bl)
@ a; > x* = f(a1) < f(b1) (équivalent a f(a1) > f(b1) = a1 < x*)

[llustration :
f(x)

) ao bo
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Algorithme de la méthode de Newton

Input : £, [ag, bo, €

1 Prendre x,y € [ag, bo] tel que [x —y| > ¢
2 Tant que |[x — y| > ¢ faire

3 y X

4 X 4= X — :,/,(();))

5 Fin Tant que

6 Output : x

@ La méthode marche bien si f”/(x) > 0 partout sur [ag, bo]

@ La méthode peut ne pas converger s'il existe des x € [ag, bp] tel que
f"(x) <0
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[llustration

Cas ou I'algorithme converge.

A

Y
X

0] X
Xk+1
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Exemple

@ Utilisons la méthode de Newton pour déterminer un minimiseur local
de f(x) = $x2 — sin(x) avec xg = 0.5 dans I'intervalle [0, 1] avec une
précision € = 107>

o Calcul des dérivées :

» f'(x) = x — cos(x)
» f”(x) =1+sin(x)
@ Déroulement de I'algorithme :

Initialisation
1 x<«05;y+ 0.6

Itération 1
2 |x—y|>10"°
y<+x=05

f! 0.5— 0.5
4 x4 x— L0 =05 02cl08) — 07552

w
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lllustration (suite)

Cas ou I'algorithme peut ne pas converger.

e)

Y
x

0] Xk
Xk+1
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Exemple (suite)

Itération 2
2 |x—y|>10"°
3y« x=0.7552
f/ 0.7552—cos(0.7552
4 x4 x— P = 07552 — MTEEO0TI) — 0.7301
Itération 3
2 |x—y|>10"°
3y x=0.7391
f/ 0.7391—cos(0.7391
4 x4 x = e = 07391 — STELSEION — 07390
Itération 4
2 |x—y|>10"°
3 y+x=0.7390
f'(x) 0.7390—cos(0.7390) __ 0.7390

4 x < x — 00 = 0.7390 — 1+sin(0.7390)
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Exemple (suite)

Fin de I'algorithme
2 |x—y|<107°

6 x=0.7390
[llustration :
f(x) = 3x* —sin(x)
0 T T T T
-0.1
-0.2
-0.3
-04
-0.59 02 04 06 038

X
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Méthode de la sécante

@ La méthode de Newton utilise la dérivée seconde mais si celle-ci n’est
pas facilement calculable, on peut tenter de |'approximer en utilisant
la dérivée premiere :

' (x) ' (x—
£ (xk) ~ (k)= f"(x—1)

Xk —Xk—1
@ On a donc I'algorithme suivant :
Input : £, [ag, bo), €
1 Prendre xg,x1 € [ao, bo| tel que |[xo — x1| > €
2 k+1
3  Tant que |xx — xx_1| > € faire
4 XK1 < Xk — f/(Xk)%
5 k+—k+1
6 Fin Tant que
7 Output : xi
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Algebre linéaire

Introduction

@ En algebre linéaire on manipule des objets mathématiques x et y
appartenant a un ensemble E tel que :

» |'addition x + y est un objet de E.
> la multiplication, Ax oU A est un réel (ou complexe), est également un
objet de E.

@ De nombreux domaines scientifiques (différentes branches des
mathématiques, physiques, chimie, économie,. ..) présentent des
probléemes dont le formalisme mathématique met en oeuvre ce type de
structure algébrique.

@ Ce cadre mathématique commun est la notion d'espace vectoriel

(ev).

o
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Algebre linéaire

Introduction (suite)

@ Dans notre cas, nous abordons par la suite les fonctions f de
plusieurs variables réelles appartenant a R” et a valeurs dans R (ou
dans RP parfois).

@ Le domaine de définition Ds est désormais de dimensions n > 1.

@ Les arguments de f sont des vecteurs de I'ev E = R” et on a donc :

f: R" - R
X — y

@ Chercher a minimiser f revient donc a déterminer un minimiseur qui
est un vecteur x* de R".

@ |l est donc essentiel de revoir au préalable les fondamentaux des ev
afin de savoir/comprendre comment déterminer le minimiseur x*.

@ La suite de la section comprend donc des rappels sur les ev.

—
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Algebre linéaire
Notations (suite)

@ Une matrice peut étre vue comme une collection de vecteurs
colonnes. Elle sera notée en gras mais en lettre majuscule.
On a A de taille (n x p) qui s'écrit :

A = (al ... aP)
a1 ... dip
dnl ... dnp

ou pourtout k=1,...,p:

ank

et oll a11,...,anp € K.
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Algebre linéaire
Notations

@ Un scalaire est noté en lettre minuscule : x € K ou K un corps
commutatif tel que C ou R (on prendra implicitement R par la suite).

@ Un vecteur peut étre vue comme une collection de réels. Il sera noté
en lettre minuscule mais en gras. Par défaut c'est un vecteur colonne.
On a donc x de taille (n x 1) qui s'écrit :

X1
X =
Xn
ou xq,...,x, € K.
@ Mais on notera également le vecteur x par (xi,...,Xn).

@ Un vecteur ligne sera noté comme suit (“sans les ,") :

XT:(Xl Xn)

ot x| est la transposée de x.
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Algebre linéaire Définitions

Définition d'un espace vectoriel

Définition.
Soit K un corps commutatif (on prendra R). On appelle espace vectoriel
(ev) sur K un ensemble E sur lequel on a deux lois de composition :
© Une loi interne dite addition + : E x E — E et vérifiant :
Vx,y,z€ E: (x+y)+2z=x+(y+2z) (associativité).
Vx,y € E:x+y=y+x (commutativité).
il existe un élément de E, Og ou plus simplement 0, dit neutre tel
que :Vx e E=x+0=x,
pour tout x € E, il existe un élément de [E et noté —x, dit opposé de x
tel que : Vx € E: x+ (—x) = 0.
@ Une loi externe de domaine K cad une application K x E — E, dite
multiplication, qui vérifie :
VA e K;¥x € E: A(ux) = (Au)x (associativité).
VA pueK;Vx € E: (A4 p)x = Ax + px (distributivité).
VA e K;Vx,y € E: A(x+y) = Ax + Ay (distributivité).
Vx € E : 1x = x (1 étant I'élément neutre dans K).
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Algebre linéaire Définitions

Autres exemples

o £ = R” muni des deux lois suivantes :
> (X Xn) + (Vs Ye) = (Y, X+ ).
> (X1, Xn) = (AX, e AXp).
Ici, 0 = (0,...,0) et I'opposé de (xi,...,Xn) est (—xi,...,—Xn).
o [E =R" est I'ev que I'on utilisera en optimisation mais le concept d’'ev
peut étre appliqué a d'autres ensembles.
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Algebre linéaire Définitions

[llustration

e x = (x1,x2) et y = (y1,y2) deux vecteurs de R? d'origine O = (0, 0).
@ z=x+y, w =2y sont deux autres vecteurs de R2 et y + (—y) = 0.
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Sous-espaces vectoriels

Définition.
Soit E un ev et F une partie non vide de E. On dit que F est un

sous-espace vectoriel (sev) de E, si la restriction des lois de E a F fait
de F un ev.

@ En pratique, pour vérifier que IF est un sev, il suffira de montrer les
deux conditions données ci-dessous.
Propriété.
Soit E unevetF C E. F est un sev de E ssi :
o F+£0Q
e xyeF, A\ ue K= A+ puy eF.
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Exemples fondamentaux de sous-espaces vectoriels

@ Droite vectorielle : soit vi € E, vi # 0 alors :
F={xecE|3GX € K:x=Avi} est un sev de E dit droite vectorielle
engendrée par v;.

@ Plan vectoriel : soit vi,v, € E, alors :
F={xe€E|FA1, 2 € K:x=A1vs + \ova} est un sev de E dit plan
vectoriel engendré par v; et v;.

@ Sous-espace engendré par un ensemble de vecteurs : de maniére

générale, soient vi,vo,...,v, € [ alors
F={xecE[T\,...,\p e Kix=XAvi+...4+ ApVvp} est un sev de
E dit sous-espace engendré par vi,...,v, ce qui sera noté
Vec{vi,...,vp}.
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Rappel du Sommaire

@ Algebre linéaire

@ Bases d'un espace vectoriel
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Algebre linéaire Définitions

Exemple et représentation géométrique

e E = R? d'origine O = (0,0).
ovi=2,1)etF={xecEZFAeK:x=Avi}.

A

E = R?

v

) 2 4

@ Autre définition de F : F = {x € E|x; — 2xo = 0}.
»0cF
» x,y € F; A\, u € K sont tels que \x + py € F.
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Famille de vecteurs génératrice

Définition.
Une famille de vecteurs {v1,...,vp} d’un ev E est dite génératrice, si
E = Vec{vi,...,vp} ce qui veut dire :

Vx € E,JA1,..., p €K tel que : x = Adqvi + ... + Apvp

@ On dit aussi que tout x de [E est une combinaison linéaire des
vecteurs v;.

Définition.
Un ev est dit de dimension finie, s'il existe une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire on dit qu'il est de dimension infinie.
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel
Exemple
e Dans R?, la famille {e; = (1,0),e; = (0,1)} est une famille
génératrice car tout x = (x1, x2) € R? s'écrit :

(x1,x2) = x1(1,0) + x2(0,1) = x1€1 + x2€

e Dans R?, la famille {v; = (1,1),v = (1,—1)} est génératrice. En
effet, soit x = (a, b) € R? avec a et b quelconques. On peut montrer
qu'il existe x1,x> € R tels que x = x1v1 + xov2 :

(a,b) = x1(1,1) 4+ x2(1,-1)
= (x1+x2,x1 — Xx2)
On a donc { a=x1+x
b=x1—x
étre combinaison linéaire de vy, vy. |l suffit pour cela de prendre :
{ X1 = a—gb

X2:—2

et on montre que tout x = (a, b) peut
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Résultats sur les familles libres

Propriété.

Une famille {v1,...,v,} est liée ssi I'un au moins des vecteurs v; s'écrit
comme une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille (cad si
au moins I'un des vecteurs appartient 3 I'ev engendré par les autres).

Propriété.
Soit {v1,...,vp} une famille de vecteurs libres et x un vecteur

quelconque de Vec{vy,...,vp} (cad x est une combinaison linéaire des
v;). Alors la décomposition de x sur les v; est unique.

Démonstration.

Soient X = A\qvi + ...+ A\pVp et X = pgvy + ... + ppVp deux
décompositions de x. En soustrayant, on obtient

0= (A —p1)vi+...+ (Ap — tp)Vp. Les v; formant une famille libre on
a: A1 —p1=0,..., p —pup=0etdonc A\; = pi1,...,A\p = pip. U
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Famille de vecteurs libres et liés

Définition.

Soit {v1,...,vp} une famille de vecteurs de E. On dit qu'elle est libre si :
)\1v1+...+)\pvp:0:>)\1 :0,...,)\,,:0

On dit aussi que les vecteurs v1,...,vp sont linéairement indépendants.
Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

e Exemple : dans R3, les vecteurs vi = (1,2,1), vo = (—1,3,1) et
vz = (—1,13,5) sont liés car :

1 -1 -1 0
212 +31 3 | —-(13] =10
1 1 5 0
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Base d'un espace vectoriel

Définition.
B = {vi,...,vp} est une base si les vecteurs vy, ...,vp, forment une
famille libre et génératrice.

Propriété.
Une famille {v1,...,vp} est une base de I'ev E, ssi tout x € E se
décompose de facon unique par rapport aux v; :

Vx € E, 3 (xq,...,xp) € KP:x=xvi + ... 4+ XxpVp

Définition.

SiB = {vi,...,vp} est une base de E et si x € E est défini par

X = X1V1 + ...+ xpVp alors les xj, i = 1,..., p sont appelées les
composantes de x dans B ce que I'on notera par : x = (x1,...,Xp).
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Exemples de base

e Dans R?, la famille {e; = (1,0),e, = (0,1)} est une base (appelée
base canonique). Elle est génératrice et libre également :

e+ e =0 & /\1(1,0) + )\2(0, 1) =0
< (M +0,0+ X2) =(0,0)
< A =0et X =0

@ Dans le cas E = R", on prendra par défaut la base canonique
{e1,...,e,tavecVi=1,...,n:

e;=(0,...,0,1,0,...,0)
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Algebre linéaire Les théoremes fondamentaux sur la dimension et sommes directes

Rappel du Sommaire

@ Algebre linéaire

@ Les théoremes fondamentaux sur la dimension et sommes directes
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Algebre linéaire Bases d'un espace vectoriel

Théoreme sur |'existence d'une base

Théoreme.
Soit E # @ un ev de dimension finie alors :
@ De toute famille génératrice on peut extraire une base.

o Toute famille libre peut étre complétée de maniéere a former une base
(théoréme de la base incomplete).

@ Exemple : Dans R3, les vecteurs vi = (1,3,0) et vo = (2,1,0) forme
une famille libre mais non génératrice.

@ On peut alors ajouter le vecteur canonique e3 = (0,0, 1) ce qui forme
une famille génératrice et libre.
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Algebre linéaire Les théoremes fondamentaux sur la dimension et sommes directes

Dimension d'un espace vectoriel

Théoreme.

Dans un ev E sur K de dimension finie, toutes les bases ont le méme
nombre d'éléments. Ce nombre est appelé dimension de E sur K et est
notée dim(E).

Corollaire.

@ Dans un ev de dimension p, toute famille de vecteurs ayant plus de p
éléments est liée.

@ Dans un ev de dimension p, toute famille de vecteurs ayant moins de
p éléments ne peut étre génératrice.

o Exemple : Dans R3, la famille {e;, e, es3, (a, b, c)} est liée puisque
(a, b, c) = ae; + bey + ces. Par ailleurs, dans R3, la famille
{(1,1,0),(0,0,1)} n'est pas génératrice puisque par exemple on ne
peut décomposer le vecteur (1,2, 3) en fonction de ces derniers.
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Algebre linéaire Les théorémes fondamentaux sur la dimension et sommes directes

Dimension d'un ev et d'un sev

Théoreme.
Soit E un ev de dimension p alors :
o Toute famille génératrice ayant p éléments est une base.

o Toute famille libre ayant p éléments est une base.

Théoreme.

Soit E un ev de dimension finie et F un sev de E. Alors F est de dimension
finie et :

o dim(F) < dim(E).
e dim(F) =dim(E) & F =E.
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Rappel du Sommaire

@ Algebre linéaire

@ Applications linéaires et matrices
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Algebre linéaire Les théorémes fondamentaux sur la dimension et sommes directes

Somme et Somme directe

Définition.

Soient Eq, ..., E, des sev d'un méme ev E. On note :

Ei+...+E,={x€E|Tx; €Eq,...,Ix €E: x=%x1 +... + X}

Ei+...+E, est un sev de E dit somme des sous-espaces E;.

Définition.

Soient Eq,...,E, des sev d'un méme ev E. On note :

E .. 0E,={x€E|Tx; €Eq,..., %, €Ep:x=x1+ ...+ X}

Ei+...+E, est un sev de E dit somme directe des sous-espaces E;.

@ Cf plus loin slide 139 pour un exemple dans le cas de projecteurs.
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Introduction

@ On a rappelé les définitions générales des applications et leurs
propriétés (cf slide 20).

@ On s'intéresse ici a des applications possédant des propriétés
particulieres dites de linéarité.

@ Une application linéaire entre deux ev E et E' permet de
transformer les vecteurs de |E en des vecteurs de /.

o Toute application linéaire peut étre représentée par une matrice et
réciproquement toute matrice peut étre associée a une application
linéaire.

@ On étudie donc deux représentations équivalentes des applications
linéaires : I'une algébrique (équations linéaires) I'autre matricielle.

@ Dans notre cas, nous utiliserons les applications linéaires pour

approximer linéairement une fonction f : R” — R localement en un
vecteur x € R".

o
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Application linéaire

Définition. (Application linéaire)
Soient E et B/ deux ev sur le méme corps K et f une application de E
dans E'. On dit que f est linéaire s/ :

QO Vx,ycE: f(x+y)="r(x)+ f(y).

Q@ Vxc E,VA € K: f(Ax) = Af(x).
L’ensemble des applications linéaires de E dans E' est noté Lx(E,E') ou
plus simplement L(E,E).

Définition. (Forme linéaire)
Une application linéaire de E dans K (le corps K étant considéré tel un ev
sur lui-méme) est appelée plus particuliérement forme linéaire.
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Remarque sur la linéarité

@ Reprenons I'exemple d'application linéaire précédent :

{f: R} — R2
(x1,x2,x3) — (2x1 + x2, %2 — Xx3)

o La linéarité de f tient au fait que les composantes x; dans I'espace
d'arrivée (ici R?), apparaissent toutes 3 la puissance 1. En d'autres
termes, chaque composante dans |'espace d'arrivée est un polynéme
homogene de degré 1 en les x;.

@ Ainsi I'exemple suivant n’est pas une application linéaire :

{f: RS - R
(x1,x2,x3) — (x1x20 + x3)

On remarquera par exemple que f(Ax) # Af(x).

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 135 /348

Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Exemple
{ f: R3 — R? o,
° est linéaire :
(x1,x2,x3) — (2x1 + x2, %2 — Xx3)
f(x+y) = f((x1,x2,x3)+ (y1,¥2,¥3))

= f(x1+y1,x2+ y2,x3 4 y3)
= (20a +y1) + (2 +y2), (2 + y2) — (x3 + ¥3))
= ((2x1 +x2) +(2y1 +y2), (x2 — x3) + (v2 — y3))
= f(x1,x2,x3) + f(y1,¥2,¥3)

f(Ax) = f(M\(x1,x2,x3))

f(Ax1, Ax2, Ax3)

(2Ax1 + Ax2, Axa — Ax3)

A(2x1 + x2, X0 — x3)

= M(x1,x2,x3)
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Endomorphisme, isomorphisme et automorphisme

Définition.

On appelle un endomorphisme de E, une application linéaire de E dans E
(méme espace d'arrivée et de départ). L'ensemble des endomorphismes de
E est noté Endk(E) ou plus simplement End(E).

Définition.
On appelle un isomorphisme de E sur E', une application linéaire
bijective de E dans E'.

Définition.
On appelle un automorphisme, un endomorphisme bijectif.
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Exemples

X =

idg: E — .
° est un automorphisme.
X —

f: R3 — R3
° ou A1, A2, A3 > 0 est un
{ (x1,x2,x3) —  (A1x1, Aax2, A3x3) b2 73

automorphisme.
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Exemple

e Soit E =E; & E,. Tout x € E se décompose donc de maniére unique
de la maniére suivante : x = X1 + Xs avec x1 € Eq et xo € E». Alors :
pP1: E — El

{ X1 +X2 — X1
projecteur sur E; parallelement a E,.

est une application linéaire dite

Dans ce cas, on a Im(p1) = E1 et Ker(p1) = Es.
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Image et noyau d’'une application linéaire

Propriété.
Soit f : E — E' une application linéaire et F un sev de E. Alors f(IF) est
un sev de E'.

Définition.
En particulier, f(IE) est un sev de E' appelé image de f et noté Im(f). Sa
dimension est appelée rang de f et est noté rg(f) et on a :

rg(f) = dim(Im(f))

Définition.
Soit f € L(E,E’). Le noyau de f, noté Ker(f), est un sev de E défini
comme suit :

Ker(f) = {x € E: f(x) = 0}
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Propriété du noyau d'une application linéaire

Propriété.
Soit f € L(E,E"). Alors f est injective ssi Ker(f) = {0}.

Démonstration.

< Supposons Ker(f) = {0}. Prenons x,y € E tels que f(x) = f(y).On a
f(x) —f(y)=0dou f(x —y) =0. Ainsi, x — y € Ker(f) et comme
Ker(f) = {0}, on a x =y ce qui montre que f est injective.

= Supposons que f est injective. Prenons x € Ker(f), on a donc
f(x) = 0. On a par ailleurs f(0) = 0 pour toute application linéaire.
Donc f(x) = f(0). Comme f est injective, on a donc x = 0 et donc

Ker(f) = {0}.

[
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Rappels sur les matrices

Définition.
On appelle matrice de type (p, n) a coefficients dans K un tableau A de
pn éléments de K rangés sur p lignes et n colonnes :

a11 4di12 ... din

a1 da22 ... aop
A=

dpl dp2 ... dpn

ou en abrégé A = (aj;).
L'ensemble des matrices a p lignes et n colonnes est noté M, ,(K). Si
p = n on notera M ,(K) par M,(K).

2 3 -7 1— 5
e Exemple : (0 6 4> € Ma3(R), ( 4 3+2i> € M»(C)
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Rappels sur les matrices (suite)

o M, »(K) muni de ces deux lois est un ev sur K :
> |"élément nul de la loi interne est la matrice remplie de 0,
» l'opposé de (aj;) est la matrice (—aj),
> la dimension de cet ev est :

dim(M,, »(K)) = pn

> la base canonique est donnée par les pn matrices élémentaires :
B . 1 siif=ietj =]
Bj = (ery) ol erj = { 0 sinon
» Par exemple pour M5 3(R) on a :
1 00 0 1 0 0 01
En=10 0 o) F2={0 0 0)'F2= 10 0 0
0 0 O 0 0O 0 0O
E2=11 0 0) B2 {0 1 0)'B2= (0 0 1
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Rappels sur les matrices (suite)

@ Sur I'ensemble M,, ,(K) on définit les lois suivantes :
» addition : si A = (a;) et B = (bj;) alors on note C = A + B la matrice
C=(cj)telqueVi=1,....,p;Vj=1,...,n:cj = aj + bj.
» produit par un scalaire : si A = (a;) et A € K alors on note M\A la
matrice de terme général (Aaj;).

o Exemple :
2 3 -7 n 1 -16y (3 2 -1
0 -6 4 0o -1 0/ \0 -7 4
5 2 3 -7\ (4 6 -—14
0 -6 4 ~ \0 -12 8
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Matrices et applications linéaires

@ Soient E et E' deux ev sur K, de dimension n et p respectivement et

f : E — E une application linéaire. Prenons une base {ei,...,e,} de
E et une base {e€1,...,€,} de E'. Les images par f des vecteurs
e, ..., e, se décomposent sur la base {€1,...,€p} :
f(el) = a11€1 + axn€ex + ... + api€p
f(EQ) = ap€r + axéex + ... + ap€p
f(e,,) = a1p€1 + azxp€2 + ... + apn€p
Définition.
On appelle matrice de f dans les bases {e1,...,e,}, {€1,...,€p}, la
matrice notée M(f)e; e, appartenant a M, ,(K) dont les colonnes sont les
composantes des vecteurs f(e1),...,f(e,) dans la base {€1,...,€p}.
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Matrices et applications linéaires (suite)

f(el) = a11€1 + a€x + ... + api€p
f(eg) = ap€ + apeé + ... + apeEp
flen) = ainer + ame2 + ... + ameép

!

dil1 4d12 ... din
M(f)ehej =
apl a2 .-~ apn
@ On pourra utiliser également la notation (f(e1) ... f(e,))_.S'il
J

n'y a pas d'ambiguité on écrira aussi M(f) mais il est clair que la
matrice associée a f dépend du choix des bases de E et E'.
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Exemple

€2

v

0O e 1 pl(v)

R2 — R?
(X17X2) — (X1,0) ’
e Considérons la base canonique de R?.

@ On a pi(e1) =e; et pi(e2) = (0,0) et donc :

M(p1)e; = (é 8)

Analyse et Algebre linéaire

oSoitE:Rzet{ p1-
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Matrices et applications linéaires (suite)

Propriété.
Soient E et E' deux ev sur K de dimension n et p respectivement, {e;} et
{€;} des bases de E et E'. Alors I'application :

M: Lx(E,E) — M,;a(K)
f — M(f)e,.,ej

est un isomorphisme d’espaces vectoriels cad M est bijective,
M(f + g) = M(f) + M(g) et M(Af) = AM(f).
En particulier dim(L(E,E')) = pn

> On peut représenter |'ensemble des applications linéaires d’'un ev dans
un autre par le biais de matrices et vice-versa.

@ L’ensemble des applications linéaires de I'ev [E de dimension n dans
I'ev E' de dimension p est un ev de dimension pn.
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Exemple (suite)

A E — R2
1u ‘
-, €2 “ |
0 e =i >

@ Soit E = R? et f la projection sur la premiere bissectrice
parallelement a la deuxieme bissectrice.

e Considérons la base canonique de R2.

° On a f(e1) = f(e2) = € = 3(e1 + €2) et donc M(f)e, = 3 (1 i)
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Composition d'applications linéaires

Propriété.
o Soit f € Lx(E,E') et g € Lx(E',E”) alors la composition :
gof: E — E’ L y
{ 5 = &) est un élément de Lk (E,E").
@ Par ailleurs, Vf, h € Lx(E,E'); g,k € Lx(E',E"), VA e K :
go(f+h)=gof+goh
(g+k)of=gof+kof
go(AM)=MXgof
o Enfin si f est bijective alors f~1 définie par foft=f"1lof =1Id
désigne sa réciproque. De plus, f~1 est également linéaire.

@ Comme précédemment, nous allons montrer que nous pouvons
représenter et déterminer les compositions d'applications linéaires
entre ev en utilisant des matrices.
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Rappels sur les matrices (suite)

@ La multiplication matricielle est :
» Associative : VA € M, ,,VB € M, ;,VC € Mg m,

A(BC) = (AB)C

» Distributive a gauche et a droite par rapport a I'addition :
VA,D e M, ,,VB,C e M, g,

AB+C)=AB+ACet (A+D)B=AB+DB
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Rappels sur les matrices (suite)

@ On appelle produit de matrices I'application :

Mpn(K) X M;q(K) — Mpq(K)
A , B — C

ou C=(cj)esttelqueVi=1,...,p,¥j=1,...,q

Cj = a,-lblj + a,'2b2j ot a,-,,b,,j

n
= E aj byj
k=1

alors :

)

0
1
2

=N
o N O

. 2 -1 1
oExempIeS|A—<1 0 2> et B =
4 1 1 =2
C_AB_<4 4 3 0>
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Composition d'applications linéaires par calcul matriciel

Propriété.
Soient E, E' et E” trois ev de dimension finie sur K, {ej1,...,e,},
{e1,....€ep} et {m,...,nq} des bases de E, E' et E" respectivement. Si
g € Lx(E,E) f € Lx(E',E"), alors on a :

M(f © g)eimk = M(f)ejﬂlk M(g)ehéj

ou plus brievement M(f o g) = M(f)M(g).
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“Matrice” d'un vecteur

Définition.

Soit E un ev de dimension n, {e1,...,ep} une base de E et

X = x1€1 + ...+ xpe, un vecteur de [E. On appelle matrice de x dans la
base {e;} la matrice colonne des composantes de x dans {e;} :

X
M(x)ei =

Xn

ce qui sera aussi noté plus simplement par M(x) ou x si pas d’ambiguité.

@ Un vecteur x € E est formellement défini comme combinaison linéaire
des éléments de la base {e;}. La représentation M(x)e, est la matrice
colonne (n x 1) remplie des composantes de la combinaison linéaire
définissant x. En fait, par abus de language on utilise le terme

vecteur x pour désigner la représentation matricielle de cet élément.
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Exemple
A E _ Rz
1A\ :
e ) v
O e ﬁl "

e Soit E = R? et f la projection sur la premiére bissectrice
parallelement a la deuxieme bissectrice.

e Considérons la base canonique de R?. L'image du vecteur v = (1, %)

1 (1 1\ [1 3
est donnée par : M(f)e, = 5 1 1)\ = 4.
2 4
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Image d'un vecteur par calcul matriciel

Propriété.
Soient E et B deux ev surK, {ei,... ey} et {€1,...,€p} deux bases de

E et E' respectivement. Pour toute application f € Lx(E,E') et pour tout
vecteurx € E, on a :

M(f(x))éj = M(f)ei,EjM(x)ei

ou plus brievement M(f(x)) = M(f)M(x) = M(f)x.
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Inverse d'une matrice carrée

Définition.
Une matrice carrée A € M,(K) est dite inversible s'il existe une matrice
A’ € Mp(K) telle que :

AA' = A'A = |
ou | est la matrice identité d’ordre n représentant I'application linéaire Id.
A’ est dite inverse de A et est notée A~ 1.

o Exemple soit A = (1 §> alors :
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Inverse d'une matrice carrée et isomorphisme

Propriété.
Soient E et E' deux ev de méme dimension n sur K, {e;} une base de E,

{€;} une base de E'. Une application linéaire f : E — ' est bijective ssi
M(f)e, ¢; est inversible. De plus :

M(f);}ej = M(f_l)ej,ei

ou d’une maniére plus concise : M(f~1) = M(f)~1.
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Algebre linéaire Applications linéaires et matrices

Transposée d'une matrice et rang associé

Définition.
Soit A € M, ,(K) et soit AT la matrice de M, ,(K) telle que les lignes
de AT sont les colonnes de A. Alors AT est dite la transposée de A.

o Exemple :
2 1
A=|0 -3 <—>AT:(§ _03 g)
3 5

Propriété.

Pour toute matrice A, on a :

rg(A) = rg(A")
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Rang d'une application linéaire et rang d'une matrice

@ On a vu (cf slide 138) que le rang d'une application linéaire est la
dimension de I'image de celle-ci. De plus, on a établi I'isomorphisme
d’ev entre Lx(E,E’) et M, »(K). Comment se traduit le rang d'une
application linéaire par le biais de sa matrice associée?

Propriété.
Soient E et E' deux ev de dimension finie et f € L(E,E’). Soient

{e1,...,en} et {e1,...,€6p} deux bases quelconques de E et E’
respectivement et A = M(f)e, ;, on a alors :

rg(f) = rg(A)

@ Rappel : le rang d'une matrice est le nombre de vecteurs colonnes qui
soient linéairement indépendants.
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Algebre linéaire Déterminants

Rappel du Sommaire

@ Algebre linéaire

@ Déterminants
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Algebre linéaire Déterminants

Introduction

@ Le concept de déterminant est intéressant a plusieurs égards :

> Le déterminant d’un ensemble de vecteurs rassemblés au sein d'une
matrice permet de savoir si ceux-ci forment un systeme libre. Le
déterminant permet donc de déterminer si n vecteurs d'un ev de
dimension n forment une base.

» Le déterminant d’'un endomorphisme permet de savoir si celui-ci est
bijectif ou pas. Il est lié au calcul de I'inverse d'une matrice carrée.

» D'un point de vue purement algébrique, le déterminant est une forme
multilinéaire alternée ce qui représente une généralisation des formes
linéaires . ..

» D'un point de vue purement géométrique, le déterminant correspond
au calcul d’une aire ou d'un volume ...

> Le déterminant permet également de connaitre le signe d'une forme
quadratique (que I'on verra ultérieurement) en étudiant les mineurs
dominants principaux. Ce type de probléme intervient en optimisation
multidimentionnelle.
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Algebre linéaire Déterminants

Déterminants de matrice de M>(K)

) a b
° S|A—<C d) alors :

c d = ad — bc

ab‘

o Exemple :

(7)) = F 2
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Algebre linéaire Déterminants

Définition des déterminants par récurrence

Définition.
Soit A = (ajj) € Mup(K). On définit, par récurrence, une application
det : My(K) — K de la maniére suivante :

@ Sin=1, cad A = (a) alors det(A) = a.

e Sin>1, notons Ajj € M,_1(K) la matrice obtenue de A en

supprimant la iéme ligne et la jéme colonne (cad la ligne et la
colonne passant par I'élément ajj), on pose alors :

det(A) = apidet(A11) + ...+ (—1)*ajdet(Ag) +
o (1) oy, det(Arn)

Le scalaire det(A) est dit déterminant de A et :
a1 ... din dil1 ... din
SiA=1| : . | alors on dénote det(A) par

dnl ... dpn dnl ... dpn
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Algebre linéaire Déterminants

Propriétés du déterminant

Théoreme.

@ Le déterminant est une application multilinéaire. Si
A=(c1 ... ¢y alorsVAeK,Vk=1,...,n:
det((cy,...,ak + bg,...,c,)) =
det((cy,...,ak,...,Cp)) + det((c1,...,b,...,cp))
det((cy, ..., ACk,...,€p)) = Adet((c1,...,Ck,...,Cp))

@ Si deux colonnes sont égales, alors le déterminant est nul.

o Le déterminant est une forme (valeurs dans K) multilinéaire
(linéaire en chaque argument cad pour chaque colonne) alternée (si
on permute deux colonnes, le déterminant change de signe).

Théoreme.

Soit A = (c1 c,,) € M,(K). Alors les vecteurs ¢y, . .., c, forment
une base de K" ssi det(A) # 0. Autrement dit, un déterminant est nul ssi
I'une des colonnes est combinaison linéaire des autres colonnes.
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Algebre linéaire Déterminants

Déterminant de la transposée d'une matrice

Théoreme.
Pour toute matrice A € M,(K), on a :

det(AT) = det(A)

Corollaire.

Toute les propriétés des déterminants relatives aux colonnes peuvent étre
affirmées pour les lignes :

@ Le déterminant est une application linéaire par rapport a chaque ligne.
@ Si une matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul.

o Le déterminant d’une matrice est non nul ssi les vecteurs lignes sont
indépendants.
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Algebre linéaire Déterminants

Calcul des déterminants (suite)

@ En termes de cofacteurs, le développement du déterminant selon la
premiére ligne s'écrit :
det(A) = ajycof (a11) + ... + aikcof (aik) + . .. + aipcof (ain).

@ On peut généraliser le développement a toute ligne ou colonne
quelconque de A :

Théoreme.

Développement de det(A) selon la iéme ligne :
det(A) = ajicof (aj1) + . .. + aicof (ai) + . .. + aimcof (ain)

Développement de det(A) selon la jéme colonne :

det(A) = ajjcof (ay)) + ... + akjcof (akj) + . .. + apjcof (an;)
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Calcul des déterminants

@ Nous avons présenté le calcul du déterminant en considérant le
développement selon la premiere ligne. Compte tenu des résultats
précédents, on peut considérer le calcul du déterminant en
développant selon une ligne ou une colonne quelconque. Dans le cadre
de cette généralisation on introduit :

Définition.
Soit A = (aj;) € M,(K). On appelle cofacteur de I'élément aj; le
scalaire :

cof (a;) = (—1)"* det(Ay)

1 0 -3
@ Exemple : A= (2 4 —2|. Calculer cof(a12).
5 -1 3
— _ 142 2 —2| _
cof (a12) = cof (0) = (—1) 5 3 |— —16.
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Algebre linéaire Déterminants

Propriétés

Propriété.
Le déterminant ne change pas si a une ligne (resp a une colonne), on

ajoute une combinaison linéaire des autres lignes (resp des autres
colonnes).

@ En pratique, on fait usage de cette propriété afin de faire apparaitre le
plus de zeros sur les lignes ou les colonnes d'une matrice ce qui
facilite le calcul du déterminant.
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Exemple
1 -2 1 3 4
1 -1 0 2 4
o Calculez det(A)=12 1 3 1 2|
-1 0 1 1 3
0 1 -1 1 3

1
0

@ Onadet(A)=10 5 1 -5 —6|.
0

o 1 -1 1 3
@ Si on développe par rapport a la 1léere colonne on obtient :

1 -1 -1 0

5 1 -5 -6
det(A) = o o 4 7]

1 -1 1 3
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Déterminants du produit de matrices

Théoreme.
Pour deux matrices A,B € M,(K), on a :

det(AB) = det(A)det(B)

Corollaire.
A € M,(K) est inversible ssi det(A) # 0 et on a alors :

1

det(A™%) = det(A)
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Exemple (suite)

1 00 O
: 5 6 0 —6
@ On a ensuite : det(A) = 002 7
1 0 2 3
@ Si on développe maintenant par rapport a la lére ligne on obtient :
6 0 —6
det(A)=10 2 7
0 2 3

@ On développe par rapport a la 1ére colonne et on obtient :
det(A) = 6(6 — 14) = —48.
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Déterminants d'un endomorphisme

Définition.

Soit E un ev de dimension finie et f un endomorphisme de IE. On appelle
déterminant de f, le déterminant de la matrice qui représente f dans une
base (quelconque) de E :

det(f) = det(M(f)e,)

{e;} étant une base quelconque de E.

Théoreme.
f € Endg(E) est un automorphisme ssi det(f) # 0.
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Calcul de I'inverse d'une matrice

Théoreme.

Soit A € M,(K) et cof(A) la comatrice de A (matrice des cofacteurs)

dont le terme est défini par :
[cof (A)]jj = cof (ajj)
On a alors le résutlat suivant :
Acof(A)" = cof(A)TA = det(A)l
En particulier, si A est inversible, on a :

1
 det(A)

cof (A) T

Algebre linéaire Déterminants

Exemple
. 1 2 . :
e Soit A = (_1 3>. On a det(A) = 5. Donc A est inversible. On a
3 1 _ 1 T 1 3 —2
cof(A) = (_2 1) et donc A~ = F(A)cof(A) = <1 1 >
1 2 0
@ Soit A=|—-1 3 0 |.Onadet(A)= —5. Donc A est inversible.
0 1 -1
-3 -1 -1
Onacof(A)= | 2 -1 —1] etdonc
0O 0 5
-3 2 0
Al=%|-1 -10
-1 -1 5
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Algebre linéaire Formes bilinéaires et formes quadratiques

Rappel du Sommaire

@ Algebre linéaire

@ Formes bilinéaires et formes quadratiques
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Algebre linéaire Formes bilinéaires et formes quadratiques

Introduction

@ Les formes bilinéaires sont des outils essentiels pour définir les espaces
euclidiens. En effet, les notions d'angle, d’'orthogonalité, de distances
et de normes sont définies a partir du produit scalaire qui est une
forme bilinéaire symétrique définie positive.

@ Les formes quadratiques sont également importantes puisque certains
algorithmes en optimisation multidimensionnelle reposent sur la
matrice hessienne qui est une forme quadratique. En particulier le
signe d'une matrice hessienne permet de savoir si un point critique est
un minimiseur ou un maximiseur.
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Forme bilinéaire

Définition. (Forme bilinéaire)
Soit E un ev sur K. On appelle une forme bilinéaire, une application
s:E x E — K qui est linéaire en les deux arguments, cad qui vérifie :
° s(x+vy,z)=s(x,z) + s(y,z)
o s(x,y +2z)=s(x,y) + s(x,2z)
o s(Ax,y) = s(x, Ay) = As(x,y)
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Caractéristique d'une forme bilinéaire

@ Ainsi, si s est une forme bilinéaire elle peut étre mise sous la forme :
S(X, y) = a11x1y1 + aexiy2 + ...+ ajjXiyj + ... + annXn¥n

@ Par conséquent, on reconnait une forme bilinéaire par le fait que, en
I'écrivant dans une base, on obtient une somme de mondémes dans
lesquels x; et y; apparaissent a la puissance 1.

o Exemples :

> s(x,y) = x1)1 + 2x2y2 — X3y1 + x1y3 est une forme bilinéaire.
» s(x,y) = 2x1y1 + X7 ya — x3y5 + x1y3 n'est pas une forme bilinéaire.
» s(x,y) = 2x1y1 + x1 — x3¥» n'est pas une forme bilinéaire.
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Caractéristique d'une forme bilinéaire

@ Soit E un ev de dimension n, {e;} une base de E et s une forme
bilinéaire de E. Six =>"" ; x;ej ety => " ;yiej, ona:

n n n n n
s(x,y) =s(O_xiei, Y _yie) = > xis(er, > _yjej) = Y xiys(eie))
-1 =1 i=1 =1

ij=1

o Les s(e;, ;) sont des éléments de K. Si on pose a; = s(e;, e;) alors
I'expression de s dans la base {e;} est :

n
s(x,y) = Z ajjXiyj
ij=1
cad s est du type :
s(x,y) = aiixiyr + awxiys + ... + ajxiyj + ... + annXn¥n
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Caractéristique d'une forme bilinéaire symétrique

@ Soit s une forme bilinéaire, elle est symétrique ssi :

s(x,y) = s(y,x)

@ Ainsi, on reconnaft qu'une forme bilinéaire est symétrique par le fait
que, en |'écrivant dans une base, on a Vi,j = 1,...,n : a;j = aji.
o Exemples :
> s(x,y) = x1)1 + 2x2y2 — X3)1 + x1y3 n'est pas une forme bilinéaire
symétrique.
> s(x,y) = 2x1y1 — 3x1y2 — 3x2y1 + x1y3 + x3)1 est une forme bilinéaire
symétrique.
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Représentation matricielle d'une forme bilinéaire

@ Pour les calculs, il est plus pratique d'utiliser |I'expression matricielle
de la forme bilinéaire.

@ Soit E un ev de dimension finie nsur K et s : E x E — K une forme
bilinéaire.
o Si{ej} estunebasede Eetx=>" xe;,y=> . yj€ej,ona:

n
s(x,y) = Y xiyjs(ei.e))

ij=1

@ s est donc déterminée par la connaissance des valeurs s(e;, e;) sur
une base.
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Détermination des images par calcul matriciel

Propriété.

Soit E un ev sur K de base {ei,...,ep}. Pour toute forme bilinéaire
s:E x E — K représentée par la matrice Mp(s)e; = S et pour tout
vecteur x,y € E, on a :

s(x,y) = M(x)g,Mp(s)e,M(y)e,
= x'Sy
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Matrice d'une forme bilinéaire

Définition.

Soient s une forme bilinéaire sur E et {e;} une base de E. On appelle

matrice de s dans la base {e;} la matrice :

s(er,e1) s(e1,ep)
Mp(s)e;, = S(ez., er) 5(e2., es)
s(en,e1) s(en, en)

On écrira aussi Mp(s)e; = (s(ej, €;)).

s(e1, ep)
s(ez,ep)

s(en, en)

@ Ainsi I'élément a la jeme ligne et la jéme colonne correspond au

coefficient de x;y;.

@ Attention : I'application M, qui a toute forme bilinéaire associe une
matrice, ne doit pas étre confondue avec |'isomorphisme M qui a
toute application linéaire associe une matrice.
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Exemples

e Soit s : R3 x R3 — R la forme bilinéaire qui dans la base canonique

{e;} s'écrit :

s(x,y) = bxiy1 —2xoy2 +4x3y3+Tx1y2 +6x1y3 —4x3y1 +2x0y3+8x3y5.

@ On a alors :

5 6
Mp(s)e, = | 0 —2 2
—4 4

@ L'image des vecteurs x = (1,1,0) et y = (0,2,4) est :

s(x,y) = (1 1 0)f 0

— 42
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Exemples (suite) Forme quadratique

@ Soit s : R3 x R3 — R la forme bilinéaire symétrique qui dans la base

canonique {e;} s'écrit : s(x,y) = 2x1y1 — 3x1y2 — 3x2y1 + X1y3 + X3¥1. @ A toute forme bilinéaire symétrique s : E x E — R, on peut lui
e On a alors - associer une application g : E — R.
2 -3 1
My(s)e, = -3 0 0 Définition. (Forme quadratique)
1 0 0 Soit E un evsurK et s:E x E — K une forme bilinéaire symétrique.
@ L'image des vecteurs x = (1,1,0) et y = (0,2,4) est : Alors I'application q : E — KK définie par :
2 -3 1\ /0 q(x) = s(x,x)
s(x = (1 10)[-3 0 O 2 . . s
(x.¥) ( ) 1 0 o 4 est appelée forme quadratique sur [E associée a s.
= =2 @ g n'est pas une forme possédant la propriété de linéarité.
@ On pourra vérifier que s(x,y) = s(y, x).
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Caractéristique d'une forme quadratique Détermination des images par calcul matriciel
@ Comme pour les formes bilinéaires, nous pouvons représenter les
@ Soit s une forme bilinéaire symétrique et g la forme quadratique formes quadratiques par des matrices (cf slide 181).
associée. e Et donc calculer les images g(x) par calcul matriciel.

@ On a vu comment reconnaftre algébriquement une forme bilinéaire

s Propriété.
symétrique.

e Comme g(x) = s(x,x), il est facile de voir que I'écriture algébrique de SIS 07 CI7 Surs de base {el’, \Giol» (7 G2 O EUBaEvisE
~ \ , q : E — K représentée par la matrice Mp(q)e, = Q et pour tout vecteur
g dans une base de E est un polyndme homogeéne de degré 2 en <cE ona- b

les composantes x; de x.

° Bxemple - 4(x) = MX)EMb(q)e;M(x)e,
» Sis(x,y) =2x1y1 — 3x1y2 — 3xay1 + x1y3 + x3y1 alors la forme T
. ., o SN = x' Qx
quadratique associée est g(x) = s(x,X) = 2x; — 6x1x2 + 2x1X3.
> Sis(x,y) = 2x1y1 + X1 — x3y» alors s(x,x) = 2xZ + x; — xpXx3 n'est pas S ] )
une forme quadratique (s n'étant pas une forme bilinéaire). e Pour 5|mpllf|er la lecture on notera la matrice de la forme quadratique
q associée a s par Q et non S.

e On remarquera que Q est forcément symétrique (Q = Q).

i
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Signe d'une forme quadratique

Définition.
Soit g : E — K une forme quadratique sur E et soit Q sa représentation
matricielle. On dit que q est :
o définiesi : q(x) =0<x=0
e définie positive (dp) si elle est définie et si :
Vx €E,x#0,x"Qx > 0
o définie négative (dn) si elle est définie et si :
Vx eE,x#0,x' Qx <0
e semi-définie positive (sdp) si :
Vx €eE,x#0,x"Qx > 0
e semi-définie négative (sdn) si :
Vx eE,x#0,x"Qx <0

@ indéfinie si elle est ni sdp ni sdn.
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Critere de Sylvester

Définition. (Mineurs principaux dominants)

Les mineurs principaux dominants d’une matrice carrée A sont les n
valeurs dénotés A1, ..., A, ol A; est le déterminant de la sous-matrice de
A composée des i premiéres lignes et colonnes de cette-derniere.

Théoreme. (Critére de Sylvester)

Soit g : E — K une forme quadratique sur E et Q sa matrice carré
Symétrique associée.
@ g est dp ssi les mineurs principaux dominants de Q sont tels que
A; > 0 pour tout i.
@ q est dn ssi les mineurs principaux dominants de Q sont tels que
A; > 0 sii est pair et A; < 0 si i est impair.

@ Si les mineurs principaux dominants sont non nuls et ne
correspondent a aucun des deux cas précédents alors q est indéfinie.
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Comment déterminer le signe d'une forme quadratique

@ |l existe plusieurs méthodes pour étudier le signe d'une forme
quadratique.
@ Nous étudierons deux approches :

> Le critére de Sylvester reposant sur le calcul de déterminants de
sous-matrices de Q.

> La détermination du spectre de Q ou le signe des valeurs propres
permet de conclure sur le signe de la forme quadratique.

@ Dans la suite par abus de langage, nous noterons une forme
quadratique soit par g soit par sa matrice représentative Q.
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Exemple

@ Soit la forme quadratique représentée par :
Q=(-1 2 -1

@ Les mineurs principaux dominants de Q sont :

3 -1

A1:‘3’ ; A2:‘_1 5

' © Q3= -1 2 -1
@ Ona Ay =3,A> =5, A3 =12 donc Q est dp.

o Vérifiez par le critére de Sylvester que —Q est dn.
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Critére de Sylvester (suite)

Définition. (Mineurs principaux)
Les mineurs principaux d’ordre i d'une matrice carrée A sont |'ensemble

des déterminants de toutes les sous-matrices de A pouvant étre composées
a partir de i lignes et des i colonnes correspondantes de cette-derniére.

Théoréme. (Critére des mineurs principaux)
Soit g : E — K une forme quadratique sur E et Q sa matrice carré
Symétrique associée.
@ g est sdp ssi les mineurs principaux de Q d’ordre i sont positifs ou
nuls pour tout i.

@ g est sdn ssi les mineurs principaux de Q sont positifs ou nuls si i est
pair et négatifs ou nuls si i est impair.
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Vecteurs et valeurs propres d'un endomorphisme

Définition.

Soit f € Endg(E) et A = M(f)e, ot {e;} est la base de E. Un vecteur
u € E est dit vecteur propre de f siu # 0 et s'il existe A € K tel que
f(u) = Au, ce qui matriciellement s'écrit :

Au = \u

Le scalaire A est dit valeur propre associée 3 u. Le spectre de f noté
Spk(f) (ou Spx(A)) est I'ensemble des valeurs propres de f.
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@ Les vecteurs propres sont non nuls par définition mais 0 peut étre
valeur propre. Ker(f) sont les vecteurs propres associés a 0.

@ Si v est un vecteur propre associé a A, alors Vu € K, # 0, uv est
aussi vecteur propre associé a A car : f(uv) = uf(v) = A(uv).

@ Les vecteurs propres sont soit les vecteurs du noyau, soit les vecteurs
qui ne changent pas de direction sous |'action de f.
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Exemple (suite)

@ Soit la forme quadratique représentée par :

3 -1 0
Q=|-1 2 -1
0O -1 3

@ Les mineurs principaux d'ordre 1 de Q sont :
A = ‘3‘ , mais aussi ‘2} , ‘3{

@ Les mineurs principaux d'ordre 2 de Q sont :

Ay — 3 -1 mai i 30 (2 -1
271 gy MmaBASS Iy gl 1 3
@ Le mineur principal d'ordre 3 de Q est :
3 -1 0
Az=1|-1 2 -1
0 -1 3
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Rappels sur les matrices carrées diagonalisables

@ Certains endomorphismes peuvent étre exprimés dans une base
particuliere sous forme de matrice diagonale. On parle alors
d'endomorphisme diagonalisable.

Définition. (Matrice carrée diagonalisable)

On dit que A, une matrice carrée de taille (n x n), est diagonalisabe sur
K, s'il existe une matrice carrée de taille (n x n), U, qui soit inversible et
une matrice diagonale D de taille (n x n) a coefficients dans K tel que :

A =UDU!

Les colonnes de U = (u1 e u”) sont alors des vecteurs propres et les

termes de la diagonale de D, (A1, ..., \,), les valeurs propres associées.

@ Une matrice carrée est diagonalisable s'il existe une base de vecteurs
propres telle que dans celle-ci, la matrice est diagonale.
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Valeurs propres et signe d'une forme quadratique

@ Dans le cas particulier des matrices carrés réelles symétriques
pouvant représenter des formes quadratiques, nous avons le résultat
suivant.

Théoreme.

Les valeurs propres d’une matrice carrée symétrique réelle sont réelles.

Théoreme.

Soit g : E — R une forme quadratique et Q sa matrice associée.
@ g est dp ssi ses valeurs propres sont strictement positives.
@ g est dn ssi ses valeurs propres sont strictement négatives.
@ g est sdp ssi ses valeurs propres sont positives ou nulles.

@ g est sdn ssi ses valeurs propres sont négatives ou nulles.

@ g est indéfinie ssi ses valeurs propres sont de signes distincts.
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Rappels sur la recherche de valeurs propres

@ Soit une matrice carrée A d'ordre n :

di1 ... din
A=

dnl ... dpn

@ La condition pour que A soit une valeur propre s'écrit :

ail — A ai2 Ce din
ani a2 — AL aon 0
anl am e aApn — A

@ En développant |A — Al|, on obtient un polyndme de degré nen \ :
(—1)" A" 4 by A"+ A+ by =0
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Rappels sur la recherche de valeurs et vecteurs propres

@ Soit A une valeur propre de A. |l existe donc x # 0, Ax = \x, ce qui
est équivalent a (A — Al)x = 0. Comme x # 0, cela signifie que
I’endomorphisme associé a (A — Al) n'est pas injectif et donc il n'est
pas bijectif.

@ Pour déterminer les valeurs propres cela revient a résoudre :
A est valeur propre de A < det(A — Al) =0

@ Une fois déterminée une valeur propre A, on trouve son espace propre
E, en résolvant un systeme d'équations linéaires homogene (cf slide
140) :

X est vecteur propre de A associé a A < (A — A\)x =0

—
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Rappels sur le polyn6me caractéristique

o Cette équation est appelée équation caractéristique et le membre
de gauche polynéme caractéristique de A noté Pa()).

Propriété.

Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique :

Pa()) = det(A — Al

o Rappels de propriétés :
> tr(A) =X+ + A,
> det(A) = )\1 .. .)\n
» Théoreme de Cayley-Hamilton :

Pa(A) =0

ou 0 est la matrice carrée de taille (n x n) remplie de 0.

1. tr est I'opérateur trace correspondant a la somme des termes de la diagonale.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 200 /348



Algebre linéaire Formes bilinéaires et formes quadratiques

Exemple

J.

Prenons A tel que :

()

1-X 2

PA(/\):|A_/\”:‘_1 4 — )\

’:/\2—5/\+6

On remarque que 2 est une racine Pp(2) = 0, on en déduit la
factorisation suivante : Pa(A) = (A — 2)(A — 3).

Donc les valeurs propres de A sont Ay = 2 et \» = 3.
Déterminez les vecteurs propres.

Vérifiez que A2 — 5A + 61 = 0 (I étant la matrice identité).

Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 201 /348

Algebre linéaire Espaces euclidiens

Introduction

i

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Les espaces vectoriels (ev) constituent le cadre général de I'algebre
linéaire : il s’agit de la structure minimale permettant de traiter les
problemes linéaires.

On peut ajouter des concepts supplémentaires aux ev permettant
d’enrichir encore plus ces objets mathématiques.

En particulier, on ajoute aux ev des concepts de métriques
permettant de définir les notions de normes, angles et distances ... La
notion de produit scalaire est fondamentale dans cette perspective.

Nous commencerons par rappeler le produit scalaire dans R? et R3
avant de généraliser a [E quelconque.

En optimisation, les variables inconnues sont regroupées au sein d'un
vecteur de R” vu comme un espace euclidien. Pour savoir notamment
si un algorithme converge on a besoin de notions de distance et de
topologie dans R".
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Rappel du Sommaire

Q@ Algebre linéaire

@ Espaces euclidiens
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Produit scalaire canonique dans R? ou R3

e Soient deux vecteurs de R3, x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2,¥3). On
appelle produit scalaire de x par y le scalaire noté et défini par :

(x,y) = x1y1 + x2y2 + x3y3

@ Propriétés du produit scalaire :
» |l est bilinéaire, Vx,y,z € R3; VA € R :
* <X—|—y,Z> = <X,Z> + <y,Z>
* (Ax,2z) = A\(x,2)
* (X, y+2)=(xy)+(x2)
* (x,\z) = \(x,z)
> Il est symétrique, Vx,x € R3 : (x,y) = (y, x)
» Il est défini positif, Vx € R3 :
* (x,x) >0 pour x # 0
* (x,x) =0 x=0
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Norme dans R? et R3
@ On appelle longueur ou norme du vecteur x, le scalaire :

x|l = V(% %) = /xf + 53 + 3

@ Cette notion correspond a celle déduite du théoréme de Pythagore.
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Angle non orienté dans R? et R3

@ Si x et y sont deux vecteurs non nuls, on définit d’abord (le
coefficient de) la projection orthogonale de y sur x, comme étant le

scalaire A que nous noterons également par Projx(y), tel que le
vecteur z =y — Ax soit orthogonal a x :

(y — Ax,x) = 0= A\ = Proj(y) = <HX|T2>

0
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Orthogonalité dans R? et R3

@ On dit que deux vecteurs v et w sont orthogonaux si :

(v,w) =10

@ On peut exprimer le fait que ces vecteurs soient orthogonaux par la
condition suivante :

v+ wl| = [lv — wi|
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Angle non orienté dans R? et R3 (suite)

@ Si x et y sont deux vecteurs non nuls, I'angle non orienté entre ces

vecteurs est I'angle compris entre 0 et m que forment les vecteurs de
longueur 1 : x; = ﬁ ety; = H’;—”
e En trigonométrie, le cosinus de 6 est défini par : cos(f) = X\ ou A est

le coefficient de la projection orthogonale de y; sur x; :

<X17YI> <X y>
A= = (X, y1) =
[ [[? %[ lyll
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Espaces euclidiens

Définition.
Soit E un espace vectoriel réel, on appelle produit scalaire sur E, une
application (.,.) : E x E — R qui est :

e Bilinéaire.

e Symétrique.

o Définie positive.

Un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un produit scalaire est
dit espace euclidien.
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Représentation matricielle du produit scalaire

Propriété.
Soient s une forme bilinéaire sur E, {e;} une base, et S = Mp(5s)e;,
x = M(x)e;, y = M(y)e; ol x,y € E. On a :

s(x,y) = x'Sy
@ Exemple : reprenons la forme bilinéaire symétrique dp du slide 192 et
1 2
x=|2 |ety=1|3],0ona:

-1 1

3 -1 0 2
s(x,y)=(1 2 -1)(-1 2 -1][3]|=6

0 -1 3 1
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Exemple

e Soit E = R" associé a la base canonique avec (.,.) défini par :
(X,¥) =x1y1+ ...+ XnynoU X = (Xx1,...,%,) €ty = (y1,...,¥n). Le
produit scalaire ainsi défini est appelé produit scalaire canonique.
@ Soit E un ev réel de dimension n et {e;} une base de E quelconque.
On définit le produit scalaire associé a la base {e;} en posant :
(X,¥)e; = X1y1 + ...+ Xnyn avec x = ) . xjej et y = > . yj€e;.
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Représentation matricielle du produit scalaire (suite)

@ Lorsqu’on est dans une base orthonormée {e;} de [E on a alors :

(x,y) =x"y

@ Une forme bilinéaire s est symétrique ssi sa matrice est symétrique.
@ Un produit scalaire s est tel que sa matrice S = Mp(s)e, Vérifie :
»S=ST
» Vx € E,x #0,x"Sx >0
» x'Sx=0<x=0
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Diagonalisation de matrices réelles symétriques

Propriété.
La matrice associée a un produit scalaire est telle que ses valeurs propres
sont réelles et strictement positives.

Théoreme. (Diagonalisation de matrices réelles symétriques)

Si A est réelle symétrique alors elle est diagonalisable (cf slide 196) dans
une base orthonormée. Dit autrement, les espaces propres de A sont deux
a deux orthogonaux et si on suppose pour chaque espace propre une base

orthonormée? alors U est une matrice orthogonale® et par conséquent :

A =UDU'

a. Obtenue par orthogonalisation de Schmidt par exemple (cf TD).
b. U est orthogonale si ul =u-L.
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Norme

Définition.
Une norme est une application n: E — R qui vérifie les propriétés
suivantes, Vx € E;VA € R :
e n(Ax) = |A|n(x)
e n(x)=0x=0
o Inégalité triangulaire : n(x +y) < n(x) + n(y)
L'égalité a lieu ssi il existe A > 0 tel que y = Ax.

@ Soit E un ev réel muni d'un produit scalaire. L'application
||l.|| : E — R* définie par, ¥x € E :

[Ix[] = v/ (%, x)

est une norme et vérifie donc les propriétés énoncées précédemment.

i
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Exemple

e Soit :

110
A=[(1 10
01

o

@ On a 3 valeurs propres : Spk(A) = {0,1,2}.

@ On a 3 vecteurs propres : vi = (1,—1,0), vo = (0,0,1), v3 = (1,1,0)
(donc 3 espaces propres distincts de dimension unitaire).

@ Les 3 vecteurs propres sont mutuellement orthogonaux (car A est
réelle symétrique).

@ Les 3 vecteurs propres normés sont : e; = %(1, —-1,0),

ex =vy=(0,0,1), e3 = %(1, 1,0).

o Vérifiez que A= UDUT.

—
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Inégalité triangulaire

o Inégalité triangulaire :

n(x +y) < n(x) + n(y)

—}IX

o L'inégalité triangulaire exprime le fait que dans un triangle la longueur
d'un cOté est inférieur ou égale a la somme des longueurs des deux
autres coOtés.
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Inégalités de Cauchy-Schwarz

Propriété. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tout x,y € E, on a :

(%, y)* < |Ix|I”llylI?

ou encore :

|| < ixlllyl

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 217 /348

Algebre linéaire Espaces euclidiens

Distance

Définition.
Une distance est une application d : E x E — R™ qui vérifie les propriétés
suivantes, Vx,y € E;VA e R :

e Symeétrie : d(x,y) = d(y,x).

o dx,y)=0&x=Yy.

o Inégalité triangulaire : d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

@ Soit [E un ev réel muni d'un produit scalaire. L'application
|l.Il : E x E — RT définie par, Vx,y € E :

[x =yl =v{x—y,x—y)

est une distance et vérifie donc les propriétés énoncées précédemment.
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Algebre linéaire Espaces euclidiens

Angle non orienté

@ Soient x,y deux vecteurs non nuls. D'aprés I'inégalité de
Cauchy-Schwarz on a la propriété suivante :

[[[{]y]

(x,y)
[yl

<1

o |l existe un et un seul 6 € [0, 7| tel que :

{xy)
<os(0) = Tyl

6 est dit angle (non orienté) entre les vecteurs x et y.

@ Notons enfin la relation qui exprime le produit scalaire en fonction
de la norme :

1
(y) =5 (Ix+ylI% = IxII* = lly[1*)
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Algebre linéaire Espaces euclidiens

Exemple

Soit dans R? muni du produit scalaire canonique, les vecteurs
u=(1,3)etv=(2,1).

@ Les normes sont |luf = v/10 et |jv|| = v/5.

@ Le cosinus de I'angle entre u et v vaut
(u,v)/([lullllv]l) = 5/(v10v5) = 1/V2.

o La distance entre u et v vaut

Ju—vi = vlu—v,u—v) = /{1.2),(-1,2)] = V5.

o Vérifiez I'inégalité triangulaire dans le cas de cet exemple.
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Algebre linéaire (Quelques) Eléments de topologie dans R"

Rappel du Sommaire

@ Algebre linéaire

@ (Quelques) Eléments de topologie dans R”
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Algebre linéaire (Quelques) Eléments de topologie dans R"

Voisinage, point intérieur et point frontiere

o La voisinage d'un point x € R" est I'ensemble suivant :
{yeR":[x—y| <¢€}
ou € est un réel positif. Le voisinage de x est également appelé la
boule de centre x et de rayon e.
@ Exemples :

» Dans R? il s'agit des points a |
» Dans R3 il s’agit des points a |

intérieur du disque centré en x.
intérieur de la sphére centrée en x.

@ Dans la suite S est supposé étre un sous-espace de R” : S C R".

@ Un point x € S est un point intérieur de I'ensemble S si ce dernier
contient le voisinage de x (cad si tous les points du voisinage de x
sont contenus dans S)

@ L’ensemble des points intérieurs de S est appelé I'intérieur de S.

@ Un point x € S est un point frontiere de S si le voisinage de x
contient au moins un point dans S et au moins un point hors de S.

i
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Algebre linéaire (Quelques) Eléments de topologie dans R"

Introduction

@ Riche des concepts de métriques vus précédemment, il est également
utile de rappeler quelques concepts en topologie qui peuvent servir
pour I'étude des fonctions numériques de plusieurs varibles et en
optimisation.

@ Les concepts de voisinage d'un point de R” et de parties ouvertes,
fermées et compactes de R" seront rappelés.
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Algebre linéaire (Quelques) Eléments de topologie dans R"

Frontiere

@ L’ensemble des points frontieres de S est appelé la frontiére de S.

@ lllustration :
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Algebre linéaire (Quelques) Eléments de topologie dans R"

Ensembles ouverts, fermés et compacts

—

Un ensemble S est un ouvert s'il contient le voisinage de chacun de
ses points (cad S n'a pas de points frontiéres mais que des points
intérieurs).

Un ensemble S est un fermé s'il contient sa frontiere (comme dans
I'illustration précédente).

Un ensemble S qui est contenu dans une boule de rayon fini est dit
borné.

Un ensemble S qui est a la fois fermé et borné est dit compact.
Les ensembles compacts sont importants en optimisation comme on

le verra avec le théoreme de Weierstrass étendu au cas
multidimensionnel (cf slide 84).
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Fonctions de plusieurs variables

Introduction

i

Nous avons fait des rappels sur les fonctions numériques réelles a
valeurs réelles.

Nous étendons ci-dessous les différents concepts de limites,
continuité, différentiabilité, convexité au cas multidimensionnel.

Le cas général concerne les fonctions de R” a valeurs dans RP
(fonctions a valeurs vectorielles).

Les espaces de départ et d'arrivée R"” et RP sont vus tels des espaces
euclidiens que nous avons rappelés précédemment. On supposera par
défaut la base canonique et le produit scalaire canonique.

Lors des rappels sur les ev nous avons déja rencontré des fonctions de
R" a valeurs dans RP particulieres : les applications linéaires de R" a
RP qui forment donc un cas particulier (propriété de linéarité qui
conduit a l'isomorphisme entre L(R",RP) et M, ).

Cependant, nous nous focaliserons plus particulierement sur le cas

p =1 qui sont les fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles qui

sont les plus rencontrées en statistique.
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Fonctions de plusieurs variables

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables
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Fonctions de plusieurs variables Fonctions de plusieurs variables

Fonctions de plusieurs variables

Définition. (Fonction a valeurs vectorielles)

Une fonction de plusieurs variables a valeurs vectorielles f est une
application D — RP od Dy, appelé le domaine (de définition) de f, est
une partie non-vide de R" (D C R").

@ Exemple avec f : R?2 — R3 et x = (x,y) :
f(x) = (A(x), 2(x), f(x)) = (x* + y2, In(x* + %), exp(x* + y?)).
——— ~ 2N
fi(x) fa(x) f3(x)

Définition. (Fonction a valeurs réelles)

Une fonction de plusieurs variables a valeurs réelles est une fonction f de
plusieurs variables pour laquelle I'espace d’arrivée est R.

e Exemple : f(x,y) = x? + y2.
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Fonction affine
Définition.
La fonction f : R™ — R est une fonction affine de n variables s'il existe
(u1,...,up c) € R™L tel que, V(xq,...,x,) ER" :
(X1, oy Xn) = 1X1 + ...+ UpXxp + C

Si on dénote u = (uy,...,up) et x = (x1,...,x,) alors on a :

f(x1,...,xn) = f(x) = (u,x) + ¢

Propriété.
Le graphe de la fonction affine f : R” — R avec f(x) = (u,x) + ¢, est un

hyperplan ? affine de R"*1. Le vecteur u est alors appelé vecteur normal
a I'hyperplan.

a. Point dans R, droite dans ]RZ, plan dans R3.
y
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Fonctions de plusieurs variables Fonctions de plusieurs variables

Graphe d'une fonction de plusieurs variables

Définition. (Graphe)
Soit f une fonction définie sur D¢ C R" a valeurs dans R. On appelle
graphe de f I'ensemble :
{(X17 oo 7Xn7Xn+1) € Rn+1 iXe Df}
x (x)
f(x

o Exemple :

f(x,y) =x>+y?

10
o
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Fonctions de plusieurs variables Fonctions de plusieurs variables

Exemple

@ Exemple : f(x,y) = —-2x+y+1lavecu=(-2,1)etc=1.
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Fonctions de plusieurs variables  Fonctions de plusieurs variables

Lignes de niveaux

Définition.
Soit une fonction f : R" — R. On appelle ligne de niveau c de /a
fonction f I'ensemble des points suivants :

L.={xeR":f(x)=c}
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Fonctions de plusieurs variables Fonctions de plusieurs variables

Opérations sur les fonctions de plusieurs variables

@ Les opérations définies pour des fonctions réelles a valeurs réelles (cf

slide 27) restent valablent pour des fonctions de plusieurs variables.
@ Soient f et g deux fonctions définies sur D¢, Dy, C R” et soit A € R.
e La fonction A(f + g) est définie sur Df N D, par :

(A(f + 8))(x) = Af(x) + Ag(x)
@ La fonction fg est définie sur Df N D, par :
(fg)(x) = f(x)g(x)

e La fonction f/g est définie sur Df NID, \ {x € D¢ : g(x) = 0} par :

() =

f
g gx)
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Exemple

e Fonction affine : f(x,y) = —2x+y+1

oL ={xeR?: 2x+y+1=1}.
@ L, est la droite d'équation y = 2x.

@ Remarque : les lignes de niveaux d'une fonction affine sont des
hyperplans affines.
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Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

@ Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 236 /348



Fonctions de plusieurs variables Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

Rappels sur les suites et leurs limites dans R”

@ Afin d'introduire les limites des fonctions de plusieurs variables, il est
utile d'étendre les suites et limites de suites de nombres réels au cas
des suites et limites de suites de vecteurs de R".

@ Une suite dans R” est une fonction dont le domaine est N mais dont
I'image est R".

@ Pour les notions de limites dans R” on remplace la valeur absolue par
la norme euclidienne de vecteurs. Un vecteur x* € R” est appelé
limite de la suite {x(K)} si pour tout € > 0 il existe un nombre K (qui
peut dépendre de ¢) tel que : Yk > K, ||x{¥) — x*|| < e. Dans ce cas,
on écrit :

x* = lim x(®)
k—o00

ou également x(K) — x*,
@ Toute suite convergente a une et une seule limite.
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Fonctions de plusieurs variables Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

@ Soit f : R" — RP et xg € R". Supposons qu'il existe f* € RP tel que
pour toute suite convergente {x(¥)} de limite xo :

lim f(x(¥)) = £*

k—o00

alors pour désigner la limite f*, nous utiliserons la notation suivante :

lim f(x)

X—>X0

Définition. (Fonction continue de plusieurs variables)
La fonction f : R" — RP est continue en xg € R” ssi :

lim f(x)) = £( lim xX)) = £(xo)
k—o00 k— o0

ou encore (en utilisant les notations précédentes) ssi lim f(x) = f(xp).
X—XQ
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Fonctions de plusieurs variables Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

Rappels sur les suites et leurs limites dans R” (suite)

o Exemple dans R? : x(k) = (%, % a pour limite x* = (0, 1).

o Une suite {x(K)} de R” est bornée s'il existe un nombre B > 0 tel
que Yk, |[x(¥|| < B.
2
o Pour I'exemple précédent ||x(¥)||2 = (x(K) x(K)) = H(:—jl) On voit
qu'un majorant pourrait étre B = 5 (la suite converge vers 1).
@ Toute suite convergente est bornée.

o Soit {x(¥)} une suite de R" et soit {my} une suite strictement
croissante de N. La suite {x(™) x(m) _  x(m) 1 est alors
appelée sous-suite (ou suite extraite) de {x(K)} (cela revient 3
négliger certains éléments de la suite).

o Si {x(A} est convergente et a pour limite x* alors toute sous-suite de
{x(K)} est également convergente et a pour limite x*.

—
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Exemples de fonctions continues

Définition.

Soit x = (X1, ..., Xi,-..,Xn) un vecteur de R". On appelle projections

pi : R" — R les fonctions de plusieurs variables définies par, Vi =1,...,n :
pi(x) = xi

Propriété.

Dans R", les projections p;,¥i =1, ..., n, sont continues.

@ Autres exemples de fonctions continues :

» La fonction constante f(x) = ¢ avec ¢ € R.

» La fonction affine f(x) = (u,x) + c avec u € R" et ¢ € R.
» La forme quadratique g(x) = (x, x).

-
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Fonctions de plusieurs variables Limite et continuité d'une fonction de plusieurs variables

Composition et continuité

Théoreme.

Soient f une fonction de Dy C R" dans R, ¢ une fonction del C R dans
R et xo € D¢. Suppsons que f(Df) C L.

Si f est continue en xq et ¢ est continue en f(xo), alors la fonction ¢ o f
est continue en Xg.

@ Exemple :
» Soit g(x) = (x,x) et ¢(x) = /x.
> Dy = R” et Dy = R,
> q(Dg) C Dy.
» ¢ o q est donc continue sur R”.
» Que représente ¢ o q7?
@ On peut utiliser ce théoreme afin de montrer qu'une fonction f est
continue. On exprime dans ce cas f comme composition de fonctions
(simples) continues.
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

@ Dérivées partielles d'ordre 1
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Continuité et topologie

Théoréme.

Si f : R" — R est une fonction continue alors I'image réciproque par f
d’un intervalle ouvert (resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé) de R".

Corollaire.

Sif : R™ — R est une fonction continue alors les ensembles suivants sont
des ouverts de R" :

{xeR": f(x) <c},{xeR": f(x)>c}

Si on remplace ci-dessus les inégalités strictes (en rouge) par des inégalités
larges alors les ensembles sont des fermés de R".
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Introduction

@ Rappelons que le nombre dérivé de f, une fonction numérique d’'une
variable, en un point xo € Df est basé sur le ratio Af,,(h)/Aldy,(h)
qui quantifie de combien varie relativement f lorsque I'on passe de xg
a xo + h (cf slide 40).

@ Dans R" il existe une infinité de directions vers lesquelles, nous
pouvons faire varier un point xg. Pour modéliser ces changements
dans I'espace nous allons nous reposer sur les ev et la notion de base
prend ici toute son importance.

o En effet, pour déplacer xg on lui ajoute un vecteur quelconque h :
xo + h. Ces vecteurs sont représentés dans une base {e;} et donc
h = hie; + ...+ h,e,. Intuitivement, il suffit d'étudier les variations
suivant chaque e; pour avoir les variations suivant h quelconque.

@ Pour formaliser cette intuition, nous introduisons dans ce qui suit les
n fonctions partielles associées a une fonction de n variables.
Celles-ci sont des fonctions numériques d'une seule variable : on fait

varier une composante et on suppose les autres constantes.
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Fonctions partielles

Définition. (Fonctions partielles)

Soit f : Df — R ou Df est un ouvert de R" et a = (a1, ...,a,) € Df. Pour
tout i = 1,...,n on définit les applications partielles de f en a par :
fi: Dg—R
x— f(a1,...,3-1,X,8i41,---,4an)
ot Dy = {xeR:(a1,...,3j-1,X,8i+1,---,an) € Dr}.

o Les f; sont des fonctions réelles (D C R) a valeurs réelles.

o Exemple :

» Soit f(x1,x2) = (v2x1 +2)(—3x2 — 2) et a = (0,0).

» Les applications partielles de f en a sont :
fl(x) = —2v2x + 2 et £2(x0) = V2(=3x2 — 2)
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Dérivées partielles d'ordre 1

@ Les dérivées partielles d’ordre 1 d'une fonction de plusieurs
variables sont les dérivées des fonctions partielles vues
précédemment.

@ Les fonctions partielles étant des fonctions numériques réelles et a
valeurs réelles, les dérivées partielles reviennent a étudier les dérivées
des différentes fonctions partielles.

Définition.
Soit f : Df — R ot D¢ un ouvert de R". Si en tout point
X =(X1,...,Xi,...,Xxn) de D¢, f posséde des dérivées partielles par rapport

a x; pour tout i =1,...,n, on note alors % I'application :

{f: Df — R .
x = go(x) = (£)(x)
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[llustration

o f(x1,%) = (vV2x1 + 2)(—3x2 — 2) sur [-1,1]2.

-1:0.0

e Fonctions partielles de f en a = (0,0) sur [—1,1].

o
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Dérivées partielles d'ordre 1 (suite)

@ On considere R"” O Dy tel un ev de base canonique {e;}.

e Soita = (a1,...,aj,...,ap) un point de R".

@ On peut faire varier a en considérant une seule de ses composantes .
On a dans ce cas |'expression suivante :

(31,...73,'_1,a;+ h, a,-+1,...,a,,) = a+ he;

ou heR.

@ Les dérivées partielles de f en a peuvent étre interprétées de la facon
suivante en utilisant la définition des nombres dérivés vue en slide 40 :
of f(a+ he;) — f(a)

6_x,-(a) - /lyT?o h

@ Seule la composante i de a varie. Les autres composantes sont
F A4 fer Of — (FiY( 5.
considérées comme constantes. Ainsi, 5-(a) = (f;)'(aj).

o
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Exemples

@ Soit la fonction affine f(x) = (u, x) + ¢ définie sur R".

Vx € R", f possede les dérivées partielles suivantes, Vi =1,...,n:

of
o V) =
e Soit la fonction n(x) = 1/ (x,x) définie sur R".
Vx € R", n posséde les dérivées partielles suivantes, Vi=1,...,n:
8n( ) X;
—(X) = —
Oxi {x,x)
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Vecteur gradient

Définition.

Soit f : Df — R ou Df est un ouvert de R" et a un point de D¢. Si f
admet en a des dérivées partielles d'ordre 1 par rapport aux n variables, on
appelle gradient de f en a noté Vf(a), le vecteur de R" suivant :

5 (a)
Vf(a) = :

5-(a)

De plus, si f est de classe C' sur D¢ alors le gradient peut étre vu comme
une fonction a valeurs vectorielles, Vf : Df — R" définie par :

of
O0x1
Vf = :
of
OXn

Analyse et Algebre linéaire
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Classe de fonctions C!

Définition.
Soit f : D¢, — R ot Dy est un ouvert de R". On dit que f est de classe C*
si elle admet en tout point de Df des dérivées partielles d'ordre 1 et si les

fonctions %, i=1,...,n sont continues sur Dr¢.
1

@ La définition donnée en slide 44 dans le cas des fonctions réelles a
valeurs réelels se généralise naturellement aux fonctions de plusieurs
variables pour la classe C!.

o La généralisation de C" pour n > 1 demande a étre précisée (cf plus
loin le cas C?).
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Exemples

e Soit la fonction affine f(x) = (u,x) + ¢ définie sur R".

Le vecteur gradient s'écrit :
Vi(x)=u

C’est une fonction a valeurs vectorielles qui est constante.
o Soit la fonction n(x) = 1/(x,x) définie sur R" \ {0}.
Le vecteur gradient s'écrit :
X

Vn(x) =
(x) o

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 252 /348



Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1 Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Matrice Jacobienne Opérations sur les dérivées partielles
Définition. @ Ci-dessous on généralise les résultats donnés en slide 46 pour les

. _ . . . s dérivées partielles des fonctions de plusieurs variables.
SO/ent.f"— (Cl!, D , fp) une foncc!t/?ézde p/uIs[gurs \;arlable; &Zlva:reurs. . o Soit f : Dy — Ret g : D, — R ol Dy et D, sont des ouverts de R”
vect_one es ) € 77, un ouvert/ e ,.vers BT e iy BEE OGRS 1 et A € R. Si f et g possedent des dérivées partielles d'ordre 1 en
plusieurs variables a valeurs réelles. Si les fi, ..., f, admettent en a € Dy, aeDfND, alors Vi =1 :

des dérivées partielles d’ordre 1 alors on appelle matrice Jacobienne de f

» La fonction \(f + g) posséde des dérivées partielles d'ordre 1 en a et :
en a, notée J¢(a), la matrice de taille (p x n) définie par :

D ) =22 (@) + 22 (a)
ofi of T
I(a) 8x1 (@) ... aX" (a) vﬂga) » La fonction fg posséde des dérivées partlelles d'ordre 1 en a et :
fla) = = :
23; @ .. % %))  \Via) @ = s@ ) @ g @)

» La fonction f/g posséde des dérivées partielles d ordre 1 en a a

@ Remarque : dans le cas d'une fonction de plusieurs variables a valeurs condition que g(a) # 0 et :

réelles, f : Df C R" — R, on a J¢(a) de taille (1 x n) avec :

0 of Og
3y(a) = VH@)T o (D)@ = o (e - @ E @)
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1 Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1
Reégles de dérivation (extension aux cas de plusieurs Exemples
variables)
e Soit :
f1(x) x4 y?
@ Dans le cas des fonctions de n variables, on se raméne au cas de n fx)=| x| = In(x2 + y2)
fonctions partielles et on raisonne “unitairement” pour tout f3(x) exp(x2 + y2)
i=1,...,n
@ Les dérivées partielles sont ainsi les fonctions dérivées des fonctions o Ona:
partielles. Dans ce cas, on considére qu'une composante varie et les
autres sont constantes. VAax)T 2x 2y
p L. . , . _ T _ _2x _2y
o Les régles de dérivation vues en slide 47 s'appliquent donc aux Jr(x) = V@(X)T = X2Iy2 X212
dérivées partielles. Vi3(x) 2x exp(x? + y?) 2y exp(x? + y?)

o Vérifiez que si f(x) = Ax alors J¢(x) = A

i
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Composition et dérivation de pof : R” — R — R
~— =~

f ¢
Propriété. |
Soient f : D¢ — R ot D¢ est un ouvert de R" et ¢ : Dy — R ou Dy est un
intervalle ouvert de R et a un point de D¢. Si f et ¢ sont de classe C! et

que f(Df) C Dy, alors la fonction composée ¢ o f : D — R est de classe
ClsurDfetVi=1,...,n

0 , of _
(@0 F@) = (¢ o f)(a)7-(a) = ¢'(f(a )) (a)
Le gradient de ¢ o f s'écrit donc :

V(pof)= (¢ of)VF

o Cette propriété utilise pour chaque i le résulat vu en slide 46 pour les
fonctions réelles, en observant que - 9 (pof)a)=(pofl)(a).
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivée directionnelle

Définition.

Soit f : Df — R ot Df est un ouvert de R", a un point de D¢ et d un
vecteur de norme unitaire. Si la fonction ¢ : R — R définie par

¢(h) = f(a+ hd) est dérivable en h =0, le nombre dérivé est appelé
dérivé de f en a dans la direction de d et est noté Dyf(a)

Df(a) = #(0)
o 0+ = 6(0)

t—0 t
_ im f(a+ td) — f(a)
t—0 t

@ Les dérivées partielles vues précédemment sont des cas particuliers des
dérivées directionnelles avec d = e;. On a en fait % = D, f.
1
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Composition et dérivationde fog : R — R" — R
~— =~
g f
Propriété. |
Soit f : D¢ — R une fonction de classe C' sur D¢ un ouvert de R". Soit
g : Dg — R" une fonction vectorielle sur Dy un ouvert de R telle que
g = (&1,---,8n) ou chaque fonction gi,i = 1,...,n, est dérivable sur Dg.

La fonction composée (réelle et a valeurs réelles) f o g : Dy — R est
dérivable sur Dg et pour tout t € Dy on a :

difog), _ Z (e(0)el(0)

= Vf(g(t))TJg(t)
= (Vf(g(1)), (1))

ot Jg(t) = (g1(t),...,gh(t)) est (n x 1) (“matrice” Jacobienne de g).
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivée directionnelle (suite)

Théoreme. |

Soit f : Df — R une fonction de classe C* sur un ouvert de R", a un point
de D¢ et d un vecteur de norme unitaire de R". Alors, la fonction f
possede une dérivée dans la direction d qui est égale a :

Daf(a) = (Vf(a),d)

Démonstration. |

Soit ¢(h) = f(a+ hd) = f(g(h)) avec g(h) = a+ hd. En appliquant la
regle de dérivation d'une fonction composée on a
¢'(h) = (f o g)'(h) = Vf(g(h))"dg(h). En h=0on a alors :

¢'(0) = V£(g(0)) " J¢(0) = Vf(a)'d

[
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple

@ Soit une fonction affine :

f(x) = (ux)+c
= unXy+...+UsXy+C
e Soita= (a1,...,a,) etd=(di,...,d,) des vecteurs unitaires de R".
e OnaVvVheR:
¢(h) = f(a+ hd)
= (u,a+ hd) + ¢

= w(ay+hdi)+ ...+ un(an+ hd,) + ¢
@ On en déduit :
Dyf(a) = v1di + ... + upd,
@ On voit par ailleur que :
Dqf(a) = (Vf(a),d)
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Fonctions de plusieurs variables Différentiabilité
. 7 . L 4
Différentiabilité

@ Le calcul différentiel est basé sur I'idée que I'on peut approximer une
quelconque fonction par une fonction affine. Ce que nous voyons
ci-dessous est la généralisation des résultats vus en slide 52 au cas de
fonctions de plusieurs variables.

@ Soit f : Df — R ou Df est un ouvert de R". Soit un point a € D¢. On
souhaite approximer f par une fonction affine ¢ dans le voisinage de a.

@ Une premiere condition est que f et la fonction affine soient
identiques en a :

¢(a) = f(a)

@ Une deuxiéme condition est que ¢(x) approche f(x) plus rapidement
que x approche a. Ceci s'exprime par :

) — o(x)

x»a |x —al

=0

i
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Fonctions de plusieurs variables Différentiabilité

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

o Différentiabilité

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 262 /348

Fonctions de plusieurs variables Différentiabilité

Différentiabilité (suite)

Définition. (Fonction de plusieurs variables différentiable)

Soit f : Df — R ou Df est un ouvert de R" et a un point de Df. On
suppose que les vecteurs de R" sont représentés dans la base canonique
{e;}. On dit que f est différentiable en a s'il existe une fonction linéaire
g telle que :

(x)
0~ (Fa) takx—a) _,
x—a Ix — al|
@ g est linéaire et s'écrit g(x) = (u,x) = u1x1 + ... + Upxy = u'x.
@ f est donc différentiable s'il existe u = (u1,...,u,) € R” tel que :
_ Ty —
)~ (F@) tuT(x—a)
T x—al
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Fonctions de plusieurs variables Différentiabilité

Définition de la différentielle

@ On montre en fait que si f est différentiable en a alors le vecteur u
définissant la fonction affine ¢(x) = f(a) +u' (x — a) est donnée de
facon unique par les dérivées partielles, Vi :

of )
ui=—>(a

"0

Définition. (Différentielle)

Soit f : Df — R ot Df est un ouvert de R". Si f est différentiable en

a € Dy alors I'application linéaire dfy : R” — R définie par :

of

of
Oxp, (a)hn

est appelée différentielle de f en a.

@ Onadonc: ¢(x)=f(a)+ >, g—;(a)(Xi —a;) = f(a) + dfa(x — a).
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Fonctions de plusieurs variables Différentiabilité

Exemple

e Soit f : R2 — R tel que f(x1,x) = X12 —|—x22.
e Soitd = (\%, %) un vecteur de R2.
@ La dérivée directionnelle de f dans la direction de d est :

Daf(x) = dfi(d)
= Vf(x)'d

= 2(x xﬂ%(i)
= V2(x1 + x)

o Vérifiez que ||d|| = 1 puis vérifiez que I'accroissement différentiel de f
en a = (1,1) dans la direction de d vaut 2v/2.
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Fonctions de plusieurs variables Différentiabilité

Dérivée directionnelle et accroissement différentiel

@ Le lien entre différentielle et dérivée directionnelle en a € D¢ est clair :
dfy(d) = Vf(a)'d = (Vf(a),d) = Dyf(a)

@ Si on passe de a a a + td pour t suffisamment petit, alors la
différentielle donne une approximation de I'accroissement absolu de f
(cf slide 57 dans le cas d'une variable).

e Si ||d|| =1 alors nous pouvons interpréter (Vf(a),d) comme étant
une sorte de “taux” d’accroissement différentiel de |la fonction f
dans la direction du vecteur d.
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Fonctions de plusieurs variables Lignes de niveau et gradients

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

@ Lignes de niveau et gradients
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Fonctions de plusieurs variables Lignes de niveau et gradients

Relations entre lignes de niveau et gradient

@ Nous étudions les relations entre lignes de niveau et gradients qui
nous seront utiles ultérieurement en optimisation.

@ Prenons xg € Df un point appartenant a L. de f : f(xo) = c.

@ Supposons qu'il existe une courbe v contenue dans L. représentée par
une fonction a valeurs vectorielles de classe C!, g : R — R”.

@ Supposons qu'en tp € R, g(tp) = xp et que
Jg(to) = (%(to)),- = u # 0 de telle sorte que u est le vecteur
tangent a v en xg.

@ En appliquant la régle de dérivation des fonctions composées a la
fonction ¢(t) = f(g(t)) en to (cf slide 258), on obtient :

¢'(to) = VF(g(to)) ' Jg(to) = VF(xo) u

@ Comme de plus v est contenue dans L., ¢(t) = f(g(t)) = c une
constante, ce qui implique que ¢'(t) = 0 et donc :

Vf(xo) u= (Vf(xo),u) =0

—
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Fonctions de plusieurs variables Approximation linéaire

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

@ Approximation linéaire
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Fonctions de plusieurs variables Lignes de niveau et gradients

Relations entre lignes de niveau et gradient (suite)

e Vif(xg) est le vecteur gradient en xg.
o u = Jg(ty) est le vecteur tangent a 7y en Xo.

e Comme (Vf(xg),u) = 0 donc tout vecteur gradient en un point
xo est orthogonal au vecteur tangent a la ligne de niveau a
laquelle appartient xg !

@ lllustration :

f(Xla X2) X2

X2

=c}

X1
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Fonctions de plusieurs variables Approximation linéaire

Approximation affine

Définition. (Approximation affine)

Soit f : Df — R ou D¢ est un ouvert de R". f posseéde une aproximation
affine en a, s'il existe une forme linéaire g € L(R",R) telle que
Vh,a+ h € Dy :

f(a+h) = f(a) + g(h) + o(||h]})

ou o(|[h||) représente un terme négligeable qui converge vers 0 plus vite
que [l

Propriété. (Approximation affine et gradient)

Soit f : Df — R ou Dy est un ouvert de R™. Si f est de classe C1 alors elle
possede une aproximation affine en a € D¢. De plus, on a nécessairement :

f(a+h) = f(a)+ (Vf(a),h) + o(|h|)
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Fonctions de plusieurs variables Approximation linéaire

Meilleure approximation affine, hyperplan tangent

Définition.
Soit f : Df — R ot D¢ est un ouvert de R™. Si f est de classe C' alors
VYa € D¢ la fonction :

¢(x) = f(a) + (Vf(a),x —a)
dfa(x—a)

est appelée meilleure approximation affine de f au voisinage de a.
L’hyperplan de R"*1 d’équation :

" of
);n(+)1 = f(a) + ; 8—>q(a)(x,- — aj)

est appelé hyperplan tangent au graphe de f en a.
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 2

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

@ Dérivées partielles d'ordre 2
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Fonctions de plusieurs variables Approximation linéaire

Exemple

e Soit f(x) = x2 + y? définie sur R?.
@ Ona Vf(x) =2xetena=(1/2,1/2), 'approximation affine est :

¢(x):x—|—y+%

o lllustration (sous plusieurs angles de vue) :
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 2

Dérivées partielles d'ordre 2

Définition.

Soit f : Df — R ot D¢ est un ouvert de R" et a un point de Dy.
Suppos?ns que pour tout i =1, ..., n, la dérivée partielle d’ordre 1, g—:i,
soit définie sur D¢ et qu'elle posséde une dérivée partielle par rapport a x;

d_of . o, Of
en a, (W%)(a), alors celle-ci est notée m(a).
Si en tout point de Dy, les fonctions %, i=1,...,n possédent une
dérivée partielle par rapport a x;,j = 1,...,n, on définit les fonctions de

plusieurs variables a valeurs réelles suivantes :

& . Df —» R

8Xj8X,‘ ) o025
S 8XJ'(9X,-(X)

. O%f . . < e 2 .
Les fonctions 5-—— si elles existents sont appelées dérivées partielles
V) 1

d’ordre 2.
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 2

Classe de fonctions C2 et Théoréme de Schwarz

Définition.
Soit D¢ un ouvert de R", f : Df — R. On dit que f est de classe C? sur

D¢ si elle admet en tout point de D¢ des dérivées partielles d’ordre 2 et si
i 2 .. .
les fonctions %@ij’ Vi,j=1,...,n, sont continues sur Dr.

Théoreme. (Théoreme de Schwarz)
Soit D¢ un ouvert de R", f : Df — R une application de classe C2. Alors,
pour tout i,j=1,...,n;
o?f  0f
Ox;0x; N Ox;0x;
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple

e Soit f(x1,x2) = 5x1 + 8x2 + x1x2 — x¥ — 2x3, de classe C? sur R2.

@ On a le gradient qui vaut :

of
. 37(X) (54 x2—2x
VFx) = g—x'i(x) - (8 + x1 — 4x

@ La matrice hessienne vaut :

02f 02f
Ve = | % me) (—2 1)
_ | 2 : _

o () 2E(x) 1 4

o Vérifiez que la matrice hessienne est dn pour tout x € R2.
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Fonctions de plusieurs variables Dérivées partielles d'ordre 2

Matrice hessienne

Définition.
Soit D¢ un ouvert de R”, f : Df — R une application de classe C?. On

appelle matrice hessienne (ou hessien) de f en un point a € Dy, la
matrice notée V>f(a) de terme général :

Veila)= (aizg (a)) -~

ij=1,...,n

@ En raison du théoreme de Schwarz on remarquera que la matrice
hessienne d'une fonction de classe C? est symétrique.
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Fonctions de plusieurs variables Convexité

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables

@ Convexité
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Fonctions de plusieurs variables Convexité

Fonction convexe, concave

@ Les définitions données en slide 69 dans le cas d'une fonction réelle a
valeurs réelles se généralisent naturellement au cas des fonctions de
plusieurs variables.

Définition. (Fonction (strictement) convexe, (strictement) concave)

Soit f une fonction définie sur D¢ C R". On dit que f est convexe sur Dy
siVx,y € D et Va € [0,1] on a :

flax + (1 —a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)

Si I'inégalité large précédente (en rouge) est remplacée :
@ par une inégalité stricte < alors f est strictement convexe,

@ par une inégalité large > alors f est concave,

@ par une inégalité stricte > alors f est strictement concave.

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 281 /348

Fonctions de plusieurs variables Convexité

Point de vue géométrique de la convexité (suite)

Définition.
Soit f une fonction de classe C! définie sur D¢ un ouvert de R" alors :

o f est convexe sur D¢ si son épigraphe sur D¢ est au-dessus de tous
ses hyperplans :

Vx € D, Yy € Dy, f(x) > f(y) + (x —y) " V£(y)

@ f est concave sur D¢ si son épigraphe sur D¢ est au-dessous de tous
ses hyperplans :

Vx € Df,Vy € Dy, f(x) < f(y) + (x — y) T V£(y)

@ On remarquera en effet que :

o(y) = f(y) + (x —y) " VF(y) = f(y) + (VF(y),x —y)

est I'équation de I'hyperplan tangent au graphe de f en x.
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Fonctions de plusieurs variables Convexité

Point de vue géométrique de la convexité

Définition. (Epigraphe)

L’'épigraphe de la fonction f : Df — R, dénoté epi(f), est I'ensemble des
points de Df x R C R™? donné par :

{(xaxn+1)»x € Df, xpy1 € R, Xpy1 > f(x)}

Définition. (Fonction convexe)

Une fonction f définie sur D C R" est convexe si son épigraphe est un
ensemble convexe.

Définition. (Fonction concave)

Une fonction f définie sur Dy C R"” est concave si sa fonction opposée
—f est une fonction convexe.
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Fonctions de plusieurs variables Convexité

Matrice hessienne et convexité

Propriété.
Soit f une fonction de classe C? définie sur D¢ un ouvert de R" alors :

o f est convexe sur Df si sa matrice hessienne est sdp pour tout
x € Dy :

Vx € D¢, Vy € Df,y ' V2f(x)y >0

o f est concave sur Df si sa matrice hessienne est sdn pour tout
x € Dy :

Vx € D, Vy € Df,y ' V2f(x)y < 0
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Fonctions de plusieurs variables Convexité

Exemples

Soit f(x) = %x3 + %yS — xy définie sur R2.

On a Vf(x) = (3x*> — y, 2y? — x) et le hessien vaut :

V3 (x) = <_Xl _y1>

@ Les mineurs principaux en fonction de (x, y) sont :

X 5 Y X_)/—].

Vérifiez qu'en a = (1, 1), f est convexe.

Vérifiez qu'en b = (—1,—1), f est concave.
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Fonctions de plusieurs variables Approximation quadratique

Approximation quadratique

Propriété. (Approximation quadratique)

Soit f : Df — R ot D¢ est un ouvert de R". Si f est de classe C? alors elle
possede une aproximation quadratique en a € D¢. De plus, on a
nécessairement :

1
f(a+h)= f(a) +(Vf(a),h)+-h"V3f(a)h+o(||h[]?)
~—~ —_— 2 N——
constant linéaire N~ reste
quadratique
ot o(||h||?) représente un terme négligeable qui converge vers 0 plus vite
que [|h[>.

@ Ce résultat correspond a la formule de Taylor-Young développée a
I'ordre 2 pour des fonctions de plusieurs variables a valeurs réelles.
J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)
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Fonctions de plusieurs variables Approximation quadratique

Rappel du Sommaire

© Fonctions de plusieurs variables
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Fonctions de plusieurs variables Approximation quadratique
Approximation quadratique (suite)

@ En posant x = a + h on pourra également écrire que I'approximation
quadratique de f au voisinage de a vaut :

¢(x) = f(a)+(Vf(a),x-a)

+%(x - a)TV2f(a)(x —a)

o Exemple :
> Soit f(x) = $x° + zy> — xy définie sur R2.
» L'approximation affine en a = (1,1) vaut :

6) = 3 — 50 +)

» L’'approximation quadratique en a = (1,1) vaut :

1

[y

(xy) + 2((x— 12+ (y — 1)2 — 2(x — 1)(y — 1))

4(x) = ,

2

wl
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Rappel du Sommaire
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Optimisation multidimensionnelle Définitions de base

Optimisation multidimensionnelle

@ De facon générale un probleme d’'optimisation s'exprime comme suit :

min f(x)
sous la contrainte que x € S

f est une fonction objectif de R” dans R.

x est un vecteur de R” appelé vecteur des variables de décision.
S est un sous-ensemble de R” et est appelé ensemble réalisable.
Si S = R" on dit que le probleme est non contraint.

vV v.vyYy

@ On cherche la meilleure solution x* parmi un ensemble de décisions
possibles S. La qualité d'une solution x est mesurée par la fonction
f(x). Dans le cas d'une minimisation, on cherche x* telle que
f(x*) < f(x),Vx € S.

e S'il s'agit d'un probleme de maximisation alors il est équivalent de
résoudre min —f(x) slc x € S. Dans ce qui suit, on s'intéresse
uniquement aux problemes de minimisation sans perte de généralité.
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Optimisation multidimensionnelle Définitions de base

Minimiseur local et global

@ On distingue deux types de minimiseurs.
Définition. (Minimiseur local)

Soit f :Df — R ot Df C R" et soit S C Df. Un point x* € S est un
minimiseur local de f sur S s'il existe € > 0 tel que f(x*) < f(x) pour
tout x € S\ {x*}, [|x —x*|| <e.

Définition. (Minimiseur global)

Un point x* € S est un minimiseur global de f sur'S si f(x*) < f(x) pour
tout x € S\ {x*}.

@ Si dans les définitions précédentes on remplace les inégalités larges
(en rouge) par des inégalités strictes on parle alors de minimiseur
local strict ou minimiseur global strict.

@ La notation arg min,cg f(x) représente le minimiseur global de f sur S
en supposant que celui-ci existe et est unique.
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Optimisation multidimensionnelle Définitions de base
llustration (rappel)

@ Danslecas f : R — R.

f(x)

A

(0] u v w
@ u est un minimiseur local strict de f

@ v est un minimiseur global strict de f

@ w est un minimiseur local de f
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Optimisation multidimensionnelle Existence et recherche d'extrema

Théoréme de Weierstrass (cas multidimensionnel)

Théoreme.

Soit f:S— R ouS CR". Sif est continue surS et si S est compact
alors f(S) est aussi compact. On en déduit que f est bornée sur S et
qu'elle atteint ses bornes cad :

—~—

J(c,d) € S?,¥x € S, f(c) < f(x) < f(d)
> M

m

@ Clest le cas général du résultat présenté en slide 84. Il montre qu'une
fonction continue sur un compact possede des extrema.
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Optimisation multidimensionnelle Existence et recherche d'extrema

Résolution d'un probleme d’'optimisation

@ Résoudre un probléme d'optimisation signifie déterminer

arg min,g f(x).
e Mais il est souvent difficile de déterminer le (ou les) minimiseur global.
@ On se contente alors de déterminer un (ou des) minimiseur local.

@ Dans la suite on s'intéresse aux conditions mathématiques nous
permettant de caractériser les minimiseurs locaux.

@ Les conditions pour un minimiseur local de f : R” — IR reposent sur
les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 de f.

@ Ces conditions généralisent celles vues dans le cas de fonctions réelles
a valeurs réelles.

@ Nous introduisons d’autres définitions permettant d'établir ces
conditions dans le cas multidimensionnel.

o

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 296 / 348



Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Rappel du Sommaire

@ Optimisation multidimensionnelle

@ Caractérisation des extrema d'une fonction

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire

Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Condition nécessaire du ler ordre (CNPO)

Théoreme. (Condition nécessaire du ler ordre (CNPO))

Soit S un sous-ensemble de R" et f une fonction de classe C! de S dans
R. Si x* est un minimiseur local de f sur S alors pour toute direction
admissible d en x, nous avons :

Vf(x*)"d >0

@ Intuitivement, x* est un minimiseur local si toutes les directions
admissibles en x conduisent a un accroissement différentiel positif.

@ Rappel : si 0 est I'angle non-orienté entre x et y, on a cos(f) = boy)
et donc :

(x,y) <0< cos(f) <0
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Direction admissible

@ Etant donné un probléme d’'optimisation sur un ensemble réalisable S,
un minimiseur peut &tre un point intérieur, ou un point frontiére de S.

@ Afin d'étudier le cas ou le minimiseur se trouve sur la frontiére, on a
besoin d'introduire le concept de direction admissible :

Définition. (Direction admissible)

Un vecteur d € R" tel que d # 0 est une direction admissible en x € S
s'il existe ag > 0 tel que x + ad € S pour tout a € [0, a]

@ |llustration :

aod3

v
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Preuve de la CNPO

Démonstration.

@ Supposons que x* est un minimiseur local. Alors, pour toute direction
admissible d, il existe g > 0 tel que pour tout « € [0, ap] :

f(x*) < f(x* + ad)
@ Par conséquent, pour tout « € [0, ], nous avons :

f(x* 4+ ad) — f(x*)

>0

@ En considérant la limite quand @ — 0, on conclut donc que si x* est
un minimiseur local, alors :

Daf(x*) > 0

[

L3 MIASHS-IDS 2021/2022 300 /348

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire



Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

[llustration

@ Cas d'un minimiseur sur la frontiére de S :

f(x)=2

f(x)=3
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Condition nécessaire du 2nd ordre (CNSO)

Théoréeme. (Condition nécessaire du 2nd ordre (CNSO))

Soit S un sous-ensemble de R" et f une fonction de classe C2 de S dans
R, x* est un minimiseur local de f sur S et d est une direction admissible
en x. Sid'Vf(x*) = 0 alors nous avons :

d"V2f(x*)d >0

ol V2f est la matrice hessienne de f.
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Condition nécessaire du ler ordre (CNPO) (point intérieur)

Théoreme. (Condition nécessaire du ler ordre (CNPO) (point
intérieur))

Soit S un sous-ensemble de R" et f une fonction de classe C de S dans
R. Si x* est un minimiseur local de f sur S et si x* est un point intérieur
alors toutes les directions en x* sont admissibles et dans ce cas on a :

Vi(x*)=0

On dit alors que x* est un point critique (ou stationnaire)

Démonstration.
A faire []
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Preuve de la CNSO

Démonstration.
Preuve par |'absurde
@ Supposons qu'il existe une direction admissible d en x* telle que
d"VF(x*)=0etd'V2f(x*)d <0
@ Soit x(a) = x* + ad et la fonction composée
¢(a) = f(x* + ad) = f(x(a)). On a alors I'approximation suivante :

a2
2
avec ¢'(0) = (VF(x*),d) =0 et ¢"(0) =d'V?F(x*)d < 0

@ Pour « suffisamment petit on a : ¢(a) — ¢(0) = ¢”(0)%2 +o0(a?) <0
ce qui implique que f(x* + ad) < f(x*), ce qui contredit le fait que
x* soit un minimiseur local.

d(a) = ¢(0) + ¢ (0)r + ¢ (0) = + o(a?)

[
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Condition nécessaire du 2nd ordre (CNSO) (point intérieur)

Théoreme. (Condition nécessaire du 2nd ordre (CNSO) (point
intérieur))

Soit S un sous-ensemble de R" et f une fonction de classe C2 de S dans
R. Si x* est un minimiseur local de f sur S et si x* est un point intérieur
alors :

@ x* est un point critique :
Vi(x*)=0

o V2f(x*) est sdp, Vd € R :

d'V3f(x*)d > 0
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Condition suffisante du 2nd ordre (CSSO) (point intérieur)

Théoreme. (Condition suffisante du 2nd ordre (CSSO) (point
intérieur))

Soit f une fonction de classe C?> de’ S C R" dans R. Soit x* € S un point
intérieur de S. Si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

e Vf(x*)=0,
o V2f(x*) est dp.

alors x* est un minimiseur local strict de f.
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

CNPO et CNSO sont nécessaires mais pas suffisantes

@ Exemples de point selle, cad des points critiques mais qui ne sont
pas des optimiseurs.

e f(x) =x3en 0.
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Preuve de la CSSO (point intérieur)

Démonstration.

@ Comme f € C2, la matrice hessienne V2f est symétrique et donc
V(') = (V2 ()

@ Supposons que V2f(x*) est dp (2&me condition). En utilisant
I'inégalité de Rayleigh, nous avons Vd # 0 :
0 < Amin(V2F(x*))[|d||? < dTV2f(x*)d

@ En supposant que Vf(x*) = 0 (condition 1) et en utilisant les séries
de Taylor, nous obtenons :

Fx +d) — F(x) = SdTV2(x")d+ of||e?])
> 2V T | d|2 4 o|jd?|)

> 0

@ On déduit que Vd de norme suffisamment petite on a :
f(x*+d) > f(x*)

[
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Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction

Exemple

Soit £ : R? — R tel que f(x) = x2 + x3

@ Nous avons :
. 2X1
Vi(x) = <2x2)
e Par ailleurs : Vf(x) =0 = x=(0,0).
@ Nous avons de plus :
oo (20
Vof(x) = (0 5
qui est définie positive.
e x =0 =(0,0) vérifie les CNPO, CNSO et CSSO donc il s'agit d'un
minimiseur local strict et £(0) = 0 est le minimum local de f.

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 309 /348

Optimisation multidimensionnelle Algorithmes d'optimisation numérique multidimensionnelle

Rappel du Sommaire

@ Optimisation multidimensionnelle

@ Algorithmes d'optimisation numérique multidimensionnelle

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 311 /348

Optimisation multidimensionnelle Caractérisation des extrema d'une fonction
Exemple (suite)

o Graphe de f(x) = x? + x3.
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Optimisation multidimensionnelle Algorithmes d'optimisation numérique multidimensionnelle

Optimisation multidimensionnelle

@ Nous nous intéressons dans cette sous-section aux algorithmes
d’'optimisation numérique pour des fonctions objectif de plusieurs
variables et a valeurs réelles, f : R" — R.

o Les algorithmes que nous allons étudier reposent tous sur I'idée
générale suivante :

» On détermine une suite de points dans S qui converge vers un
minimiseur local.

» A chaque étape on détermine une nouvelle direction et un pas
permettant de trouver un nouveau point.

» La direction que nous étudions ici est donnée par le gradient (cf slide
suivant).

» Nous voyons en revanche plusieurs stratégies classiques pour définir le
pas.

@ Ces algorithmes sont appelés algorithmes de descente.
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Algorithmes de descente de gradient

@ Soit d une direction telle que ||d|| = 1. Rappelons alors que
(VFf(x),d) est I'accroissement différentiel de f dans la direction d au
point x. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons :

(VF(x),d) < [[VF(x)]

@ Si par contre nous prenons d = % alors nous obtenons :
V£(x)
(VE(x), o7 A7) = IV
¥ e IV

@ Nous venons de montrer que la direction suivie par Vf(x) est celle de
I'accroissement différentiel maximum de f en x!
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[[lustration

X1
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Optimisation multidimensionnelle Algorithmes d'optimisation numérique multidimensionnelle

Algorithmes de descente de gradient (suite)

@ On en déduit que la direction —Vf(x) est celle conduisant a
I'accroissement différentiel négatif maximum (diminution) de f en x.
e Dit autrement, la direction —Vf(x) est une direction qu'il faut
privilégier pour trouver un minimiseur de f en partant de x : on parle
alors d'algorithmes de descente de gradient.
@ Plus formellement :
» De x(®, on considere le point x() — aVf(x(?)) et d'apres le
développement de Taylor-MacLaurin de ¢(a) = f(x(«)) ou
x(a) = x© — aVF(x(®), on a:

F(x@ — aVF(x9)) = F(xO) — | VF(x?)|]2 + o(a)
» Ainsi, si Vf(x(o)) = 0, alors pour o > 0 suffisamment petit on a :
fF(x® — avF(x©)) < f(x©)

» Donc, x() = x(© — aVF(x(®) est un point plus proche d'un
minimiseur de f que x(@.
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Pseudo-code de I'algorithme de descente de gradient

Input : e C!, x©

k<0

Tant que condition d'arrét non satisfaite faire
Trouver un pas oy tel que f(x(K) — o, V£(x(K))) < £(x(¥))
x(kH1) o x(K) — 0, VF(x(F)
k+—k+1

Fin Tant que

Output : x(*)

~N o bW

J. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 316 /348



Optimisation multidimensionnelle Algorithmes d'optimisation numérique multidimensionnelle

Algorithmes de descente de gradient (suite)

@ |l existe plusieurs types de conditions d'arrét :
» Les conditions nécessaires CNPO, CNSO et CSSO.
» Précision € atteinte (cf plus loin).
o Comment déterminer le pas ay a chaque itération k?
» La méthode la plus simple consiste a donner une valeur constante a ay.
On parle de méthode a pas fixe. Le probleme est qu'on n’est pas siir
de converger.
» On a donc recourt a d'autres approches pour déterminer ay et on fait
la distinction entre :

* les méthodes utilisant la dérivée premiére uniquement,
* les méthodes utilisant la dérivée seconde également,
* les méthodes de recherche linéaire exacte et inexacte.

@ On voit ci-dessous la méthode du pas optimal qui posséde des
propriétés remarquables (contrairement a la méthode du pas fixe).
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Preuve de la propriété précédente

Démonstration.

o Comme x(kt1) = x(K) — ¢, V£ (x(K)) on a :

<x(k+2) _ x(k+1)’ x(k+1) _ xk> — ak+1ak<Vf(X(k+1)), Vf(x(k)»
Il suffit alors de montrer que (V£ (x(kT1), V£ (x(K))) =0
Posons ¢x() = f(x(K) — aVF(x(K)))

Par définition ax = arg min,~q ¢k ()

En utilisant la CNPO et la régle de dérivation on obtient :

0 = ¢(ow)

= T (o)
VE(xK) — a, VF(xUNT (=V£(x(K))
= —(VF(xtk+D)), v£(x(K)))

[
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Méthode du pas optimal

@ On cherche « tel que :
Q= arg mingcp+ f(x(9) — avf(x(K)))
o(a)
@ Dit autrement, ay est le pas qui permet d'avoir la plus forte
diminution de f a chaque étape.

@ En pratique on utilise une méthode de recherche linéaire ou
d'optimisation unidimensionnelle pour déterminer ay.

@ On a alors la propriété suivante :
Propriété.
Si {x(K)} est une suite de vecteurs issus de la méthode du pas optimal

pour une fonction f : R" — R alors pour chaque k, le vecteur x(kT1) — xk
est orthogonal au vecteur x(kT2) — x(k+1),
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[[lustration

P

Cop>CL > C > C3
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Méthode du pas optimal (suite)

@ A chaque étape, la valeur de la fonction objectif diminue :
Propriété.

Si {x(k)} est une suite de vecteurs issus de la méthode du pas optimal pour
une fonction f : R" — R et si VF(x(¥)) £ 0 alors f(x(k+1)) < £(x(K).

e Si pour k, VF(x(K)) = 0 alors le point x(¥) satisfait la CNPO et on
obtient x(k+1) = x(k)

o Comme vu précédemment, V£(x(K)) = 0 est une condition d’arrét de
["algorithme.

e Toutefois, en pratique, la gradient vaut rarement exactement 0.
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Pseudo-code de I'algorithme a pas optimal

Input : f e CL,x(O
1 k<+0
Tant que condition d’arrét non satisfaite faire
o+ argming o F(x9) — aVF(x(K))
o(a)
x(KH1) o x(K) — o V£ (x(K))
k+ k+1
Fin Tant que
Output : x(¥)

~N o o~
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Conditions d'arrét

@ En pratique on utilisera des conditions d’arrét relatives a un
parametre € > 0 spécifié en entrée de |'algorithme

@ Conditions basées sur des mesures “absolues” :
> [VAx®)|| < e
> |f(x(k+1)) — f(x(k))| <€
> IxKHD) — x®)| < €

@ En raison des unités de mesure qui peuvent €étre distinctes selon les
différentes composantes en pratique, il est préférable d'utiliser des

conditions basées sur des mesures “relatives’ :
£ () — F(x)|
O
[ —x® |

afp <€

max{1,||x
@ On pourra également utiliser un nombre maximal d'itérations comme
condition d'arrét.

—
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Exemple

o Utilisons la méthode du pas optimal pour déterminer un minimiseur
local de f(x1,x2,x3) = (x1 — 4)* + (x2 — 3)2 + 4(x3 + 5)* avec
x(0) = (4,2, 1)

4(x; — 4)3
e Calcul du gradient : Vf(x) = [ 2(x2 —3)
16(x3 + 5)3
@ Déroulement de I'algorithme :
1 k<0
[tération 1

3 On cherche arg min ~q f(x(®) — aV£(x()))
On a: VF(x(®) = (0, —2,1024)
() = F(xO —aVF(x(0))
4 0
= f 2 | —al| -2
-1 1024
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Exemple (suite)

Itération 1 (suite)
#O(a) = F(xO —aVF(x(0))
= f(4,2+2a,—1—1024a)
= (2a —1)% 4+ 4(1024a + 4)*
En utilisant la méthode de la sécante on trouve :
ag + argmin, 60 (a) = 3.967 x 103
4 x(M) — x0) — 0, VF(x(9)) = (4,2.008, —5.062)
5 k< k+1=1

[tération 2
3 On cherche arg min~q f(x() — aV£(x(D))
On a: VF(x(M) = (0, —1.984, —0.003875)
sM(a) = F(xN) —aVF(x1D))
= (2.008 — 1.984c — 3)2 + 4(—5.062 + 0.003875 + 5)*
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Exemple (suite)

Itération 3 (suite)
4 xB) — x® — 0, VF(x?) = (4,3,-5.002)
5 k< k+1=3

Fin de I'algorithme
2 x(3) et x(2) sont trés proches : on s'arréte
7  Output : x* = (4,3,-5.002)
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Exemple (suite)

Itération 2 (suite)
En utilisant la méthode de la sécante on trouve :
a1 < argmin o M (a) = 0.50

4 x@ — x() — o, VF(x(M) = (4,3, —5.060)

5 k+«k+1=2

Itération 3
3 On cherche arg min ¢ f(x(?) — aVf(x(?)))
On a : VFf(x(1)) = (0,0, —0.003525)
P (a) = F(xP?) - aVF(x?))
= 4(-5.060 + 0.003525« + 5)*
En utilisant la méthode de la sécante on trouve :
Q2 <= argmin, g ¢ () = 16.29
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Remarques sur les méthodes numériques d’optimisation
multidimensionnelle

@ Dans I'exemple le minimiseur est obtenu en peu d'itérations mais ce
n'est pas une régle générale loin de la.

@ On a bien siir recours a des logiciels de calculs numériques pour
effectuer les calculs nécessaires a chaque étape.

@ On a utilisé la méthode de la sécante pour déterminer le pas optimal.
D'autres méthodes numériques d’'optimisation unidimensionnelle
peuvent étre utilisées.

e En fait, les méthodes numériques en optimisation unidimensionnelle
appelées également méthodes de recherche linéaire sont
essentielles aux méthodes numériques en optimisation
multidimensionnelle.
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Remarques sur les méthodes numériques d’optimisation
multidimensionnelle (suite)

@ Les méthodes d'optimisation unidimensionnelle étant utilisées a
chaque étape des méthodes d’'optimisation multidimensionnelle, la
complexité des premieres a un impact sur la complexité des dernieres.

@ Les méthodes d'optimisation unidimensionnelle que nous avons vues,
malgré leur efficacité, alourdissent le temps de traitement des
méthodes de descente de gradient

o Il existe en pratique des méthodes de recherche linéaire dite
inexacte dont le but est de déterminer trés rapidement un pas
apportant un “progres raisonnable” sur la diminution de f.

@ La notion de “progres raisonnable” est assimilée a des regles sur «
(régle d'Armijo ou de Goldstein. ..) qui sont Vvérifiables rapidement.

@ Souvent il est préférable de trouver un pas de “progres raisonnable”’
rapidement que de déterminer exactement le pas optimal avec un plus
long temps de traitement.

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2) Analyse et Algebre linéaire L3 MIASHS-IDS 2021/2022 329 /348

Optimisation multidimensionnelle Algorithmes d'optimisation numérique multidimensionnelle

Convergence des méthodes numériques itératives

e L'algorithme de descente de gradient est dit itératif : on calcule
successivement une suite de points.

@ Notions de convergence des algorithmes itératifs :

Définition. (Convergence globale)

Un algorithme itératif est dit globalement convergent si pour tout point
x(©) I'algorithme produit une suite de points qui converge vers un point (le
minimiseur) satisfaisant la CNPO (point critique).

Définition. (Convergence locale)

Quand I'algorithme itératif n'est pas globalement convergent, on dit qu'il
est localement convergent si /'algorithme produit une suite de points qui
converge vers un point satisfaisant la CNPO a condition que le point initial
x(© soit proche du minimiseur.
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Remarques sur la méthode du pas optimal

@ Méthode facile a mettre en oeuvre.

@ La complexité réside notamment en les calculs des oy et des
gradients.

e Mais, I'algorithme peut étre relativement lent a converger cad
beaucoup d'itérations (fonction objectif de type “vallée étroite”).

@ [llustration :

Exemple de "vallée étroite”

2
x{ 2
R

O R N W &
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Vitesse de convergence des méthodes numériques itératives

@ La notion de vitesse de convergence permet de qualifier la plus ou
moins grande vitesse avec laquelle un algorithme itératif peut
atteindre un minimiseur.

@ Nous avons le résultat suivant sur la méthode du pas optimal :

Théoreme.

La suite {x(K)} des points déterminés par la méthode du pas optimal est
tel que {x(K)} — x* pour tout point initial x(0).

@ Dans le cas d’une fonction quadratique et pour une méthode a pas
fixe (ie Yk : ax = ap) on a le résultat suivant :

Théoreme.

La suite {x(k)} des points déterminés par la méthode du pas fixe est tel
que {x(N} = x* pour tout point initial x(°) ss; :

0 < ao < /\maf(Q)
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Vitesse de convergence des méthodes numériques itératives
(suite)

Définition. (Ordre de convergence)

Soit {x(K)} une suite convergeant vers x* cad tel que
klim |x() — x*|| = 0. On dit que I'ordre de convergence est de p € R si :
—00

Hx(k+1)_x* ”
[[x () —x*[|p

0 < lim

k—00

< o0

@ Etant donné une suite, I'ordre de convergence est une mesure de la
vitesse de convergence de la suite : plus p est grand plus |'algorithme
converge rapidement.

@ Si p =1 on parle de convergence linéaire.

@ Si p = 2 on parle de convergence quadratique.
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Vitesse de convergence de la méthode a pas optimal

Théoréeme.

Soit {x(k)} une suite des points déterminés par la méthode du pas optimal
pour la minimisation d’une fonction f. Alors, I'ordre de convergence de
{x(F)} est 1 dans le pire des cas (étant donné le point initial x(%)).
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Exemple

(4]

£

Il
x|

Supposons une suite de nombres définie par :

xx — 0

Xei1l kP
‘Xk‘p — k+1

On a les différents cas suivants :

» Si p <1 la suite converge vers 0
» Si p > 1 la suite diverge vers oo
» Si p =1 la suite converge vers 1

@ Donc, I'ordre de convergence de la suite est de 1.
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Algorithmes de Newton

@ Rappelons que la méthode de descente a pas optimal est basée sur la
dérivée premiere de f et que I'ordre de convergence est linéaire.

@ En utilisant les dérivées d'ordre supérieure, on peut avoir un
algorithme itératif dont I'ordre de convergence est meilleure : il s’agit
de la méthode de Newton (dit Newton-Raphson également).

@ Celle-ci utilise de plus la dérivée seconde et est plus efficace a
condition que le point initial x(%) soit assez proche du minimiseur.

@ L'idée est d'approximer localement f par une fonction quadratique g
et de déterminer le minimiseur de g a la place de f. Ce minimiseur
devient alors le point initial de I'itération suivante.

o Si f est quadratique, alors I'approximation est exacte et la méthode
permet de déterminer x* en une seule itération.

o
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Algorithmes de Newton (suite)

Nous supposerons dans cette sous-section que f € C2. Rappelons
qu'au voisinage de x(¥) |a série de Taylor de f est donnée par :

f(x) ~
FX9)+ V()T (x—x9) 4 2 (x—x9) T2 (x9) (x—x) = g(x)

Pour simplifier les notations nous poserons g(¥) = V£ (x(¥)

En appliquant les CNPO a g, on obtient :
Va(x) = g + V2 F(xW)(x — xW) = 0
Si V2f(x(k)) est dp alors g atteint son minimum en :
x(K) — 2 f(x(k)~1g(k)
L'algorithme itératif de descente de gradient devient :
x(kH1) = x(K) _ ¢2f(x(K))~1g(k)
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Pseudo-code de I'algorithme de Newton

Input : f e C2x°

k<0

Tant que condition d'arrét non satisfaite faire
x(kH1) o x(K) — w2f(x(F) =17 f(x(K)
k+ k+1

Fin Tant que

Output : x(¥)

SOl W N
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[llustration

f(Xl, X2)

X1
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Exemple

@ Méthode de Newton pour déterminer un minimiseur local de
f(x1,x2,x3,x2) = (x1+10x2)2 +5(x3 —xq)% + (x2 — 2x3)* +10(x1 — x4 )*
avec x(©) = (3,-1,0,1)

e Ona f(x(9) = 215.

o Calcul du gradient :

2(X1 + 10X2) + 40(X1 - X4)3

20(x1 + 10x2) + 4(x2 — 2x3)3

10(x3 — x4) — 8(x2 — 2x3)3
—10(x3 — xa) — 40(x1 — xq)3
@ Calcul de la matrice hessienne :

Vi(x) =

V2f(x) =
2 +120(x1 — x4)? 20 0 —120(x1 — xq)?
20 200 4+ 12(x2 — 2x3)%>  —24(x2 — 2x3)? 0
0 —24(x — 2X3)2 10 4 48(x2 — 2X3)2 —10
—120(x1 — x4)? 0 —10 10 + 120(x1 — xz)?
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Exemple (suite)

Déroulement de I'algorithme :
1 k+0
Itération 1
3 g = (306,144, —2, —310)
482 20 0 —480
20 212 —24 0
0 -24 58 —10
—480 0 —10 490
1126  —.0089 .0154 .1106
—.0089 .0057 .0008 —.0087
0154  .0008 .0203 .0155
1106 —.0087 .0155 .1107
V2f(x(9)"1g(0) = (1.4127, -0.8413, —0.2540, 0.7460)
x(1)  x(O0 — 72£(x() -1y £(x(0) = (1.5873, -0, 1587, 0.2540, 0.2540)
f(x1) =31.8

V2f(x©)) =

V2F(x@)~1 =
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Exemple (suite)

Déroulement de I'algorithme :
4 k< k+1=2

Itération 3
3 g(® =(28.09,-0.3475,0.7031, —28.08)
96.80 20 0 —94.80
20 202.4 —4.744 0
2£(x(2) =
V() 0  —4744 1949 —10
—94.80 0 —10  104.80

x(3)  x® — v2f(x)~1vf(x(?)) = (0.7037, —0,0704, 0.1121,0.1121)
f(x®)) =1.24
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Exemple (suite)

Déroulement de I'algorithme :
4 k< k+1=1

Itération 2
3 g =(94.81,-1.179,2.371, —94.81)
215.3 20 0 —213.3
20 205.3 —10.67 0
2£(x(1)) =
Vi) 0  -1067 31.34 10
—2133 0 ~10 2233

V2f(x1)~1g(1) = (0.5291, —0.0529, —0.0846, 0.0846)
x(?) — x(N) — v2f(xMW)~1vf(x(D) = (1.0582, —0, 1058, 0.1694, 0.1694)
f(x(®) =6.28
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Remarques sur la méthode de Newton

@ Remarquons que la keme itération de |'algorithme peut se résoudre en
deux sous-étapes :
1 Résoudre V2f(x())d(k) = —g(k),
2 Calculer x(k+1) = x(k) 4 d(%),
@ La lere sous-étape correspond a la résolution d'un systéeme a n
équations 3 n inconnues (d(¥)).
@ Ainsi, un algorithme performant de résolution de systemes d'équations
linéaires est essentiel pour la méthode de Newton.
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Vitesse de convergence de la méthode de Newton

@ Comme pour le cas d'une variable, il n'est pas garanti que la méthode

de Newton détermine la bonne direction de descente si V2f(x(k))
n'est pas définie positive.

o Si x(0) est tres loin du minimiseur, méme si V2f(x(K)) > 0 il est
possible que la méthode n'aboutisse pas a une descente et dans ce
cas, on peut avoir f(x(kt1)) > £(x(k)).

@ Malgré ces inconvénients, la méthode de Newton a une meilleure

vitesse de convergence que les méthodes utilisant la dérivée premiere

uniquement.

—
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Vitesse de convergence de la méthode de Newton (suite)

Théoreme.
Soit f € C3, et x* € R" un point tel que Vf(x*) = 0 et V2f(x*) soit

inversible. Alors, pour tout point initial x(©) suffisamment proche de x*, a
méthode de Newton est bien définie pour tout k et produit une suite {x(K)}

convergeant vers x* avec un ordre de convergence au moins égale a 2.
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Vitesse de convergence de la méthode de Newton (suite)

—

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Dans le cas particulier ou f(x) = %XTQX — b "x est une fonction
quadratique avec Q non singuliére, nous avons :

g(x)=VF(x)=Qx—b
et
V2f(x) = Q
Soit x(©) un point initial, en appliquant la méthode de Newton on
obtient :
x(D) = x(0) _ V2f(x(0))—1g(0)

= x(0 - Q1(Qx(® —b)

= Qb

= x*
Donc pour une fonction objectif quadratique la méthode trouve le
minimiseur en une itération.
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Autres méthodes de descente

o

. Ah-Pine (Univ-Lyon 2)

Il est possible de modifier la méthode de Newton afin de traiter les
cas ou le point initial est trés loin du minimiseur.

La méthode de Newton détermine une direction de descente a
condition que V2f(x(K)) est dp. Si V2£(x(K))0 est sdn, la méthode de
Levenberg-Marquardt propose une modification de I'algorithme de
Newton permettant de déterminer une direction de descente.

La méthode dite du gradient conjugué est une méthode de descente
a pas optimal mais pour laquelle la direction n'est pas exactement le
gradient. C'est une méthode utilisant la dérivée premiére uniquement.
Lorsque la fonction est quadratique et que n est grand, la méthode
permet de déterminer le minimiseur en au plus n itérations.

Pour les problemes de grande taille, il est trés coliteux de calculer et
d'inverser le hessien et donc d'utiliser la méthode de Newton. Les
méthodes dites de quasi-Newton proposent dans ce cas d'approximer
V2f(x(K)~1 (approche DFP ou BFGS). Il s’agit de méthodes

“utilisant” des dérivées secondes (stockage d'une matrice (n x n)).
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